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On  souscrit  aussi 

A  ANGOULÊME.  .  chez  Ferez -Lbcler. 

BORDEAUX.  .  .  —  Chaumas. 

BOURGES —  Vermeil. 

BREST -  M"»«  V*«  Lefournier. 

LILLE —  Vahaceère. 

LORIENT —  Leroux-Cassart. 

LYON  i  —  Pemsse  frères. 

f  —  Brun  et  C'*. 

MARSEILLE.  .  .  —  M"*»  V  Camoin. 

METZ —  Wariow. 

MONTPELLIER.  —  Sïwalle. 

NANCY —  G.  Grimhlot  et  C«. 

NANTES !  -l^-^-^^^' 

f  ijUERAUO. 

ORLÉANS —  Gatineau. 

RENNES —  Verdier. 

ROCHEFORT.  . .  J  ""  ^"*  Fleury. 

e  —  Proost-Branday. 

ROUEN -  Lebeumekt. 

£  —  Treuttbl  et  WuRTz. 

STRASBOURG.  .J  -  M- Levrault. 

'  —  Derivaux. 

TOULON -^  MoNGE  et  Willahus. 

—  M"*»  Gallon  sœurs. 
TOULOUSE.  .  .  A  —  Privât. 
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MATflÉHATlQIIËS. 


THÉORÈMES  DE  M.  STEINER  SUR  LES  CONIQUES  INSCRITES 
A  UN  TRUNGLE  (*); 

Par  m.   mention. 


1 .  Nous  nous  servirons  des  notations  employées  dans 
les  relations  d'identité.  Soit 

(i)  A/'-i-Bxr-hC.r'4-  Dj-f-Ejr-+F  =  G 

Téquation  d'une  conique  où  y  est  Tangle  des  axes; 
L  =  AE«  —  BDE  4-  CD=  -+■  F(B'  —  4  AC), 
'i^  =  /'=E.-4CF.     lt  =  _„  =  ,BF-DE. 

!Î^=  X  =2AE  — BD,     ^  =  m  =  B'  — 4AC, 
^E  '     fi¥  ^ 

et 

iN  =r  A-h  C—  Brosy. 

/  f  N 

- — p  égale  la  somme  algébrique  des  carrés  des  demi-axes. 


(roj/i.i",  p.493.> 


(*)   Cet  article  a  précédé  celui  du  tome  VIII. 
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2.  Soit  ABC  un  triangle;  fixons  l'origine  en  A,  et 
prenons  AB  pour  axe  des  x  et  AC  pour  axe  des  j^.  Soit 
y  -\-  ex  -h/^=  o  l'équation  de  la  droite  BC  ,  a,  /3  étant 
les  cooixlonnéesdu  point  d'intersection  des  trois  hauteurs  \ 
on  a 

/CO87  /C0S7  —  <?\  /ces 7  /tf  ces 7  —  I \ 

~"       tf      \    sin»7    y        ^"^       r      \     sin»7      / 

3.  Lemme,  Le  lieu  des  centres  d'une  conique  inscrite 
dans  un  triangle  donné,  et  dont  la  somme  algébrique  des 
carrés  des  axes  est  constante ,  est  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  du 
triangle. 

Démonstration.  Soient  ABC  (n®2)  le  triangle  donné, 
et  (1)  Téquation  de  la  conique  inscrite;  4^'  ^^  somme 
algébrique  constante  des  demi-axes;  la  conique  touchant 
les  axes,  on  a 

Touchant  aussi  le  côté  BC ,  on  a 

(2)  —ien-\-  mp  4-  a/X'  4-  ifek  =0       (t.  II ,  p.  108; , 

et 


Les  relations  d'identité  donnent 

X'=:4AL,   /fr"=:4CL,   ^X^'-+-m/ï=:  —  2BL    (t.  P%p.  490). 

Faisons 

h  k' 

—  =  r,      —  =:«; 
mm 

tel  u  sont  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique.  Ainsi 

il  — .  ''         ^  —  "'. 
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(3)  —2^/  — 4-/'^- 2/a-h2/tf^  =  o; 

ut-\ ~  —  2B  -— =  —B  — , = : 

m  m'  A  A  O       ^ 


Éliminant  —  entre  cette  dernière  équation  et  l'équa- 
tion (3),  il  vient 

/'  -H  2«r  C0.S7  -h  ti^  -h  ~  fi  C0S7  4-  2// C0S7  —  C0S7  — 4+'= ^> 

équation  d'un  cercle  ;  les  coordonnées  du  centre  sont  a 
et/3du§2.  C.Q.F.D. 

Remarque  L  Si  la  conique  est  un  cercle  inscrit  au 
trîanglC)  alors  le  rayon  du  lieu  est  égal  à  la  distance  du 
point  de  rencontre  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  inscrit, 
distance  dont  nous  avons  donné  Tcxpression  (tome  V, 
page  4o3). 

Remarque  VL,  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  le  carré  du  rayon  du  lieu  y  dans  le  cas 
général ,  est  4  (R*  cos  A  cos  B  cosC  -f-  ^*) . 

Corollaire,  Si  tj/  =  o  ,  les  coniques  deviennent  des 
hyperboles  équilatères ,  d'où  : 

Théorème.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équila- 
tères inscrits  à  un  triangle  est  une  circonférence  dont  le 
centre  est  au  point  de  rencontre  des  hauteurs» 

Le  carré  du  rayon  de  celte  circonférence  est  — - —  ; 

les  fl  sont  les  distances  du  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs aux  trois  sommets. 
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Remarque  III.  Le  centre  d'une  conique  tangente  a 
quatre  droites,  et  dont  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  axes  est  donnée ,  sera  donc  fourni  par  l'intersection 
de  quatre  cercles  ;  maïs,  les  centres  de  ces  cercles  étant  en 
ligne  droite,  ils  ont  une  corde  commune.  D'ailleurs, 
d'après  le  théorème  de  Newton ,  le  centre  de  la  conique  se 
trouve  sur  la  ligne  joignant  les  milieux  des  trois  diago- 
nales du  quadrilatère  complet  ^  donc  : 

Théorème.  Dans  tout  quadrilatère  y  la  droàe  des 
points  de  rencontre  des  hauteurs,  dans  les  quatre  trian- 
gles formés  par  les  côtés  du  quadrilatère,  est  perpendi-- 
culaire  à  la  ligne  qui  passe  par  les  milieux  des  dia- 
gonales. 

4.  Lemme.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites 
dans  un  triangle  donné ,  le  produit  des  axes  étant 
constant,  est  une  ligne  du  troisième  degré. 

Démonstration,  (Voir  tome  IV,  page  491») 

5.  Théorème.  Dans  un  triangle  donné,  on  ne  peut 
inscrire  que  six  coniques  égales  à  une  conique  donnée; 
les  six  centres  sont  à  égale  distance  du  point  de  ren^ 
contre  des  hauteurs  du  triangle.  Steiner. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  immédiate  des 
deux  lemmes  III  et  V.  Un  cercle  ne  peut  rencontrer  une 
ligne  du  troisième  degré  qu'en  six  points. 

6.  Théorème.  A  une  conique  donnée,  on  ne  peut 
circonscrire  que  six  triangles  égaux  à  un  triangle  donné; 
les  six  points  de  rencontre  des  hauteurs  sont  à  égale 
distance  du  centre  de  la  conique.  Steiner. 

Démonstration.  Soit  Tf  un  triangle  égal  au  triangle 
donné  et  circonscrit  à  la  conique  donnée  Ci-  Dans  le 
même  triangle  Ti,  on  peut  inscrire  cinq  autres  coniques 
Cl ,  Cs ,  C^ ,  Gs ,  Ce ,  égales  chacune  à  la  conique  Ci  (n^  5) . 
Considérons  isolément  le  triangle  Ti  avec  chacune  des 
cinq  dernières  coniques j  nous  pourrons  placer  ces  cinq 
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coniques  sur  la  conique  Ci,  qui  aura  alors  six  triangles 
circonscrits  égaux  à  T,,  et  dont  les  points  de  rencontre 
des  hauteurs  sont  à  distances  égales  du  centre  de  la  co- 
nique. C.  Q.  F.  D. 

7.  Lorsque  e  =  o,  le  triangle  se  transforme  en  deux 
parallèles  coupées  par  une  sécante.  Les  lieux  géométriques 
n®*  3  et  4  se  réduisent  à  une  droite  parallèle  située  à 
égale  distance  des  di^ux  parallèles,  comme  cela  doit  être* 
Le  nombre  des  solutions  du  théorème  n^  5  se  réduit  à 
deux. 

8.  La  ligne  des  points  de  rencontre  des  hauteurs 
(  Remarque  lU)  est  la  directrice  de  la  parabole  inscrite 
au  quadrilatère  (tome  VII,  page  233) .  La  ligne  des  milieux 
est  un  diamètre  de  cette  parabole;  ce  qui  démontre  le 
théorème  de  la  Remarque  III. 


PROBLÈME  DE  TÉTRAGONOMÉTRIB  PL4Mi. 


1 .  Problème.  Troui^er  une  relation  entre  les  quatre 
côtés  et  les  deux  diagonales  d^un  quadrilatère  plan. 

Solution,  Soient  a,  i,  c,  rf  les  quatre  côtés  consécu- 
tifs ;  e ,  /les  deux  diagonales. 

Faisons 

P  =  2«*  6'  -h  2 a'  tf'  -h  2  ^' <?'  —  «'  —  ^*  —  C^'j 
Q  =  2c'ei'+  2c*e»-|-  2r/'e'  —  &  —  f/*— 6'*; 
R  =  2/?'rf*-f-2û'/»-+-2€/»/'— a*  — rf«— /*; 
S  =2^'c»H-26»/»4-  ac'/^— ^*  — c«— /^; 

les  deux  expressions  de  l'aire  du  quadrilatère  donnent  la 
relation 

v/p-hV^Q=V^K-hv/s. 


Digitized  by  (jOOQIC 


(  '«»  ) 

Faisant  disparaître  les  radicaux ,  on  obtient 

[  P»  -f-  Q'  4-  R'  H-  S'  —  2  (  PQ  -h  PR  -h  PS  -h  QR  H-  QS  -h  RS  )  ]' 
=  64PQRS; 

chaque  terme  est  du  seizième  degrë ,  mais  sans  exposants 
impairs  (*)• 

Remarque,  Ce  problème  a  été  traité  par  Goldbach 
(Correspondance  mathématûfue ^  t.  I,  p.  75;  1736). 

2.  Pour  le  trapèze,  a  et  c  étant  les  bases,  on  obtfent 

et  cela  à  l'aide  du  théorème  d'Euler,  que  la  somme  des 
carrés  des  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  diagonales ,  plus  le  carré  de  la 
double  distance  des  milieux  des  diagonales. 

3.  Soit  ABCD  le  quadrilatère.  On  donne  les  côtés  AB, 
BC,  CD,  DA  et  la  diagonale  BD;  il  s'agit  de  trouver  la 
diagonale  AC.  Projetons  A  et  C  en  A'  et  C  sur  la  diago- 
nale BD;  on  peut  calculer  AA',  CC,  A'C'en  fonction  des 
données ,  et  Ton  a 

Âc' =  ÂÂ7' -h  CC^ V I^' ; 
c'est  la  solution  de  Goldbach. 


QUESTIONS. 

217.  Soient  M  un  point  pris  sur  uhe  conique,  I  le  point  ' 
où  la  normale  en  M  rencontre  l'axe  focal  FF'  5  élevons 
en  I  une  perpendiculaire  à  la  normale  MI,  et  soit  K  le 


(•)  Par  une  autre  méthode,  on  trouve  l'équation  suivante 
c«/«(tf«-|-/«)_eV'(«'H-ft'H-c«-Hd«)-Hc»(««-J»)(ft«-c«) 

[T.ATALAN.) 
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point  où  cette  perpendiculaire  coupe  le  rayon  vecteur  MF  ; 
élevons  en  K  une  perpendiculaire  à  ce  rayon  vecteur,  et 
soit  C  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  nor- 
male MI  5  MC  est  le  rayon  de  courbure  en  M. 

(Paul  Serret.) 

218.  Si  l'on  substitue  r*  au  lieu  du  rayon  vecteur  r, 
et  2&>  au  lieu  de  Fangle  polaire  co,  il  est  évident  qu'on 
transformera  Téquation  a  une  section  conique,  rapportée 
au  foyer,  dans  celle  d'une  autre ,  rapportée  au  centre. 

La  substitution  correspondante ,  dans  la  géométrie 
sphérique,  consiste  à  mettre,  dans  l'équation  d'une 
courbe  entre  les  coordonnées  polaires  sphériques  p  et  co, 

\/ — I  (  tang  -  p  I   au  lieu  de  tang  -  p,  et  2  w  pour  w. 

D'après  cette  transformation,  l'équation  d'une  sphéro- 
conique ,  rapportée  au  foyer,  deviendra  celle  d'une  autre, 
rapportée  au  centre. 

On  sait  aussi  qu'un  cercle ,  par  la  substitution  dont  il 
s'agit,  sera  transformé  dans  une  cassinoïde,  l'origine 
étant  un  point  dilTérent  du  centre.  D'une  manière  ana- 
logue ,  un  petit  cercle  sur  la  surface  d'une  sphère  sera 
traasformé ,  par  notre  formule ,  dans  une  cassinoïde 
spbérique.  ( Strebor.  ) 

219.  Si  l'on  coupe  par  un  plan  deux  angles  solides 
trirectangles  ayant  même  sommet ,  les  six  points  d'inter- 
section des  arêtes  avec  le  plan  sont  sur  une  même 
conique.  (Steiner.) 

220.  Mêmes  données;  les  six  faces  des  deux  angles 
solides  touchent  un  même  cône  du  second  degré. 

(Steiner.) 

221.  Soit  ABCD  un  parallélogramme;  menons  parle 
point  A  une  transversale  quelconque  coupant  BC  en  a  et 
CDenrt,.  Le  rectangle  aB.a,D  est  constant.  (Steiner.) 
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222.  Soient  ÂOB  ,  AO'  B  deux  triangles  rectangles  en 
O  et  0%  I  étant  un  point  quelconque  pris  sur  Thypo- 
ténuse  ÂB^  le  produit  tanglOÂ  .  tang  lO'  B  est  constant. 

(Steiner.) 


SUR  LE  CALCUL  DE  tt  4VEC  200  DÉCIKALBS; 

Par   m.  ZàCHARIâS  DAHSE. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXVll,  p.  198;  1844.) 


M.  Dahse,  de  Hambourg,  est  le  calculateur  de  téie  le 
plus  extraordinaire  qu'on  connaisse.  Après  avoir  par- 
couru le  nord  de  TAllemagne,  il  vint,  en  1840,  à  Vienne 
pour  donner  des  preuves  publiques  de  son  prodigieux 
talent.  Les  recettes  ne  couvrirent  pas  les  frais,  et  sans 
quelques  protecteurs,  il  n'aurait  pu  rester  à  Vienne.  Il 
suivait  les  cours  de  mathématiques  élémentaires  de 
M.  Schulz  Strasznicky,  à  l'Institut  polytechnique.  Ce 
professeur ,  voulant  faire  profiter  la  science  de  ce  talent 
colossal ,  employé  à  des  supputations  colossales  sans  but , 
l'engagea  de  calculer  tt.  Parmi  les  diverses  formules  , 
M.  Dahse  choisit  celle-ci  : 

I  III 

^  ir  =  arc  tang  — h  arc  lang  ^  -h  arc  tang  -z  » 

et  il  trouva  de  tête  les  200  chiffres  suivants  : 

3,i4i59  26535  89793  23846  26433  83279  50288  4 '97' 
69399  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899 
86280  34825  34211  70679  82148  o865i  32823  06647 
09384  46095  5o582  23172  53594  08128  48n 1  74802 
84102  70193  8521 I  05559  64462  29489  54930  38196 
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Les  i56  premiers  chiffres  s'accoi^dent  avec  un  calcul 
déjà  publié  en  182a  (Thibaijt  ,  Traité  des  Mathéma- 
tiques pures;  4""  édition  en  allemand).  Cela  garantît 
l'exactitude  des  chiffres  restants.  On  voit  que  les  quatre» 
derniers  des  i4o  chiffres  de  Vf'ga  sont  fautifs-,  au  lieu  de 
26i36,  ilfauta3i72. 

M.  Dahse  a  mis  à  peine  deux  mois  à  faire  ce  calcul. 
M.  le  baron  de  Kuhbek,  chef  éclairé  des  finances,  en 
ayant  entendu  parler,  donna  h  ce  jeune  homme,  unique- 
ment dans  T  intérêt  des  sciences,  une  place  dans  les  chemins 
de  fer,  qui  ne  lui  prend  que  cinq  heures  par  jour. 
M.  Schulz  avait  proposé  d'employer  cette  faculté  admi- 
rable à  calculer  des  Tables  de  fonctions  elliptiques.  Ou 
ne  sait  ce  qu'il  en  est  advenu. 

Ludolph  van  Keulen  (mort  en  1610)  a  le  premier 
calculé  20  chiffres  de  tt  ,  dans  un  ouvrage  hollandais  : 
f^an  den  Cirhel. . .  door Ludolph  van  KenleriyDeMl^  1 5g6; 
in-folio.  Sous  le  portrait  de  l'auteur,  on  voit  un  cercle, 
et  sur  le  diamètre  l'unité  suivie  de  ao  zéros  ^  sur  le  demi- 
cercle  supérieur,  on  a  mis  3  avec  20  chiffres  à  droite  5  à 
côté  du  dernier  chiffre  6,  on  lit  le  mot  te  cort ,  trop  court  -, 
et  sur  le  demi-cercle  inférieur,  on  a  mis  3  avec  les  mêmes 
chiffres ,  à  l'exception  du  dernier,  qui  est  7,  et  à  côté,  te 
lank,  trop  long.  Un  autre  ouvrage  intitulé  :  Ludolphi  a 
Ceulen  de  circulo  et  adscriptis, . .  e  vernaculo  latina 
fecit  et  notis  illustrai^itWlllebrovd.  Snellius  ;  R,  F.^ 
Leyde,  16 19,  in- 4°,  contient  le  rapport  avec  le  même 
nombre  de  chiffres.  Mais  c'est  à  tort  que  la  Biographie 
univ^erselle  donne  cet  ouvrage  comme  une  traduction  de 
l'ouvrage  précédent.  Le  troisième  ouvrage  de  Ludolph 
est  encore  en  hollandais  :  De  Aritmetische  en  Geome- 
trische  fondamenten ,  van  M.  Ludolph  van  Keulen; 
Leyde,  i6i6-,  in-folio.  Là,  il  annonce  que  l'idée  lui  est 
venue  de  pousser  plus  loin  l'approximation ,  avec  le  se- 
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cours  de  son  disciple  Pieler  Cornelitz.  Il  donne  le  rap- 
port avec  32  décimales ,  et  non  avec  35,  comme  dit  Mou- 
tucla;  le  dernier  chiffre  o  est  trop  faible,  et  i  trop  fort. 
C'est  ce  dernier  ouvrage  qui  a  été  traduit  sous  ce  titre  : 
Fundamenta  Arithmetica  et  Geometrica  in  latinwri 
translata  a  WilL  Snellio ;  R.  F.  Lugd.-Bat.,  i6i5.  La 
traduction  a  paru  une  année  avant  Toriginal.  Van  Keu- 
len  signifie  de  Cologne^  d^où  la  famille  était  originaire. 
Les  emblèmes  qui  entourent  T image  de  Fauteur  semblent 
indiquer  un  maître  d'armes.  En  effet,  Ludolph  ayant 
engagé  Scaliger,  dans  l'intérêt  de  sa  réputation ,  de  sup- 
primer sa  fameuse  Cyclometria,  l'orgueilleux  et  irascible 
érudit  ne  daigna  pas  lui  répondre  et  se  contenta  de  l'ap- 
peler PugiL 

Snellius,  dans  sa  Cjclométiie,  publiée  en  162 1 ,  dit  que 
Ludolph  a  poussé  l'approximation  jusqu'à  34  chiffres,  le 
dernier  étant  8  trop  faible,  ou  9  trop  fort,  et  qu'il  a  fait 
mettre  cette  limite  sur  son  tombeau  j  mais  on  ne  la  trouve 
pas  dans  ses  ouvrages. 

Lagny  a  calculé  avec  127  chiffres  (  Mémoires  de  l* Aca- 
démie de  Paris j  1719),  et  Véga  avec  i4o  chiffres-,  il  a 
trouvé  que  le  1 1 3*^  chiffre  de  Lagny  était  fautif. 


PROfiRAMME  D'UN  COURS  DB  MÉCANIQUE  ÉLËNBNTAIRE; 

Par  m.  C.-E.  PAGE. 


1.  La  mécanique  est  la  science  des  mouvements  et  des 
forces.  On  entend  par  force  la  cause ,  quelle  qu'elle  soit, 
qui  imprime  ou  tend  à  imprimer  du  mouvement  au  corps 
auquel  on  la  suppose  appliquée. 

Bien  que  les  corps  soient  toujours  mis  en  mouvement 
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par  Taction  des  forces ,  néanmoins  le  mouvement  en  lui- 
même  ,  c'est-à-dire  le  simple  fait  du  changement  des  si- 
tuations respectives  des  différents  points  d'un  système, 
peut  être  considéré  indépendamment  des  forces  qui  le 
produisent;  dans  ce  cas,  son  étude  appartient  à  la  géomé- 
trie. Mais  si,  tout  en  faisant  abstraction  des  forces,  on 
fait  entrer  en  considération  le  temps  dans  lequel  le  mou- 
vement s'accomplît,  c'est-à-dire  si  l'on  introduit  l'idée 
des  vitesses  étrangères  à  la  géométrie  pure,  on  a  une 
science  distincte  formant  une  première  branche  de  la 
mécanique,  et  à  laquelle  Ampère  a  donné  le  nom  de  ciné- 
matique. 

Du.  mouuement, 

2.  Nous  disons  qu'un  corps  est  en  mouvement  lorsqu'il 
change  de  situation  par  rapport  à  un  système  supposé 
fixe  ;  mais  ce  système  lui-même  peut  avoir  un  mouvement 
qui  nous  soit  inconnu,  ou  dont  nous  fassions  abstraction. 

Lorsque  les  différents  points  d'un  système  sont  liés 
entre  eux  d'une  manière  fixe ,  comme  les  différents  points 
d'un  corps  solide  par  exemple,  on  peut  supposer  que 
ces  points  sont  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires  par 
rapport  auxquels  les  coordonnées  de  chaque  point  restent 
tout  à  £aît  invariables.  Il  est  bien  évident  que,  pour  con- 
naître le  mouvement  de  tout  le  système,  il  suffira  de 
connaître  le  mouvement  des  trois  axes  auxquels  il  est 
rapporté. 

Lorsqu'uu  système  de  trois  axes  rectangulaires  se  meut , 
il  peut  arriver  que  chacun  de  ces  axes  reste  constamment 
parallèle  à  sa  première  direction ,  que  le  système  se  meuve 
d'ailleurs  en  ligne  droite  ou  en  ligne  courbe  :  dans  ce  cas, 
on  dit  qu'il  y  a  mouvement  de  translation  seulement  ; 
ou  bien ,  il  peut  arriver  que  chacun  des  axes  ne  reste 
pas  constamment  parallèle  à  une  même  direction:   dans 
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i-e  cas,  il  y  a  mouvement  de  rotation.  11  est  extrêmement 
important  de  se  faire  une  idée  claire  de  ces  deux  espèces 
de  mouvement. 

Dans  le  mouvement  de  translation  ,  tous  les  points  du 
système  parcourent  à  chaque  instant  des  lignes  égales  et 
parallèles  ;  par  suite ,  le  mouvement  de  tout  le  système 
est  complètement  déterminé  quand  on  connaît  le  mouve- 
ment d'un  seul  de  ses  points.  Nous  commencerons  donc 
par  nous  occuper  du  mouvement  d'un  point. 

Moui^ement  rectiligne   uniforme. 

3.  Le  mouvement  le  plus  simple  que  nous  puissions 
concevoir  est  celui  d*un  point  qui  suit  une  ligne  droite, 
et  qui  parcourt  des  longueurs  égales  pendant  des  temps 
égaux.  Ce  mouvement  est  dit  rectiligne  et  uniforme. 

Lorsque  deux  points  se  meuvent  d'un  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme,  et  que  les  longueurs  parcourues 
par  chacun  d'eux  séparément  pendant  le  même  temps,  ne 
sont  pas  égales,  on  dit  qu'ils  ont  des  vitesses  différentes. 
Le  rapport  de  ces  vitesses  est  justement  le  même  que  celui 
des  longueurs  parcourues  pendant  le  même  temps. 

Pour  comparer  les  vitesses  entre  elles,  il  faut  prendre 
une  certaine  vitesse  pour  unité.  Si  l'on  prend  pour  unité 
la  vitesse  du  point  qui  parcourt  l'unité  de  longueur 
pendant  T  uni  té  de  temps  ^  une  vitesse  quelconque  aura 
pour  mesure  la  longueur  parcourue  pendant  Tunité  de 
temps. 

Il  résulte  de  la  définition  même  du  mouvement  uni- 
forme que  les  chemins  parcourus  sont  proportionnels 
aux  temps  employés  a  les  parcourir  ;  de  sorte  qjie  si  Ton 
représente  par  v  la  vitesse  d'un  point,  c'est-à-dire  la 
longueur  parcourue  pendant  l'unité  de  temps ,  on  aura , 
pour  le  chemin  x  parcouru  pendant  le  temps  /, 

XZ=ZV,t, 
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On  peut,  au  moyen  d'une  ligne  droite,  représenter  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  dont  un  point  est 
animé. 

On  peut  encore  déterminer  par  une  construction  gra- 
phique le  chemin  parcouru  pendant  un  temps  f  ;  pour 
cela,  sur  une  droite  indéfinie  OX  [PI,  Ifjîg*  i),  à  partir 
d'un  point  fixe  O ,  portons  une  longueur  OT,  qui  con- 
tienne Tunité  de  longueur  autant  de  fois  que  le  temps  t 
contient  l'unité  de  temps  5  par  le  point  O,  élevons  une 
perpendiculaire  Om  égale  à  la  vitesse  p»,  et  construisons 
un  rectangle  sur  ces  deux  droites  :  nous  aurons,  pour  la 
surface  de  ce  rectangle , 

Oiw.OT  =  v.t. 

Donc  le  rectangle  contient  l'unité  de  surface  autant  de 
fois  que  le  chemin  parcouru  contient  l'unité  de  longueur. 

Composition  des  vitesses. 

4.  Les  deux  axes  ox,  oj  {fig-  2),  formant  un  système 
mobile ,  se  meuvent  d'un  mouvement  de  translation , 
c'est-à-dire  en  restant  constamment  parallèles  à  eux- 
mêmes  dans  le  plan  des  axes  fixes  OX ,  OY.  Le  mouve- 
ment est  rectiligne  et  uniforme 5  la  vitesse  est  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  droite  OC.  Un  point 
mobile  placé  en  A  est  animé ,  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles oXy  oy^  d'une  vitesse  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  parla  droite  Kq\  cherchons  quelle  est  la  vitesse 
du  point  mobile  par  rapport  au  système  fixe. 

En  vertu  de  la  vitesse  du  système,  le  point  A  parcou- 
rant pendant  l'unité  de  temps  une  droite  Kp  égale  et  pa- 
rallèle à  OC,  la  droite  kq  se  trouve  transportée  parallè- 
lement à  elle-même  en  pR ,  et  le  point  mobile  parcourant 
cette  droite  se  trouve  en  R.  Les  chemins  parcourus  pa- 
rallèlement à  kq  sont  évidemment  dans  le  même  rapport 
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que  ceux  parcourus  suivant  Kq\  d'où  il  suit  que  le  point 
mobile  reste  constanmient  sur  la  droite  AR,  qui  repré- 
sente en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  résultanle. 
Les  deux  vitesses  hp  et  A^  se  nomment  vitesses  compo- 
santés.  La  résultante  serait  exactement  la  même  en  sup- 
posant le  système  animé  de  la  vitesse  A<7,  et  le  point  animé 
de  la  vitesse  Ap.  Le  point  mobile  peut  être  considéré 
comme  animé  de  deux  vitesses  ayant  des  directions  diffé- 
rentes. 

On  a  donc  ce  théorème  fondamental  :  La  résultante  de 
deux  vitesses  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
vitesses  composantes. 

On  peut  supposer  le  point  animé  d'autant  de  vitesses 
différentes  que  l'on  voudra.  Pour  cela,  il  suffit  de  concevoir 
un  second  système  animé  d'une  certaine  vitesse  par  rap- 
port au  premier,  et  ainsi  de  suite.  En  substituant  à  deux 
de  ces  vitesses  leur  résultante,  on  aura  une  composante 
demoinflB^  en  continuant  de  la  même  manière,  on  finira 
par  obtenir  la  résultante  de  toutes  ces  vitesses. 

La  construction  et  la  démonstration  sont  exactement 
les  mêmes  en  supposant  les  vitesses  dirigées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  au  lieu  d'être  dans  un 
même  plan. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  résultante  de  trois 
vitesses,  dirigées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélipipède  construit  sur  les  trois  vitesses 
composantes. 

Par  la  même  raison  qu'on  peut  composer  trois  vitesses 
en  une  seule,  on  peut  décomposer  une  vitesse  en  trois 
autres.  On  a  coutume  de  faire  cette  décomposition  suivant 
trois  axes  rectangulaires  :  chacune  des  composantes  est  la 
projection  de  la  résultante  sur  l'axe  correspondant. 
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Mouvement  varié, 

5.  Dans  le  mouvement  uniforme,  la  vitesse  reste 
constante  \  mais  on  peut  très-bien  concevoir  qu  elle  change 
pendant  le  mouvement  et  varie  suivant  une  certaine  loi 
avec  le  temps.  Quand  deux  quantités  sont  ainsi  liées  entre 
elles,  de  manière  que  lorsqu'une  d'elles  varie,  l'autre  va- 
rie aussi,  on  dit  qu'elles  sont  fonction  Tune  de  l'autre. 
Nous  supposerons  donc  la  vitesse  fonction  du  temps,  et 
nous  chercherons  la  solution  de  ce  problème  :  Étant  don- 
née la  loi  suivant  laquelle  la  vitesse  varie,  en  fonction 
du  temps,  déterminer  les  chemins  parcourus  à  chaque 
instant. 

Pour  cela ,  sur  une  droite  infinie  aX  (fig*  3),  à  partir 
d'un  point  fixe  a ,  portons  des  longueurs  proportionnelles 
aux  temps  (en  prenant  une  unité  de  longueur  pour  chaque 
unité  de  temps)  \  par  le  point  a  élevons  une  perpendicu- 
laire ab^  justement  égale  à  la  vitesse  du  point  mobile  à 
Torigine  du  mouvement;  puis,  supposons  que  cette  per- 
pendiculaire glisse  le  long  de  la  droite  aX ,  en  variant  de 
longueur  suivant  la  même  loi  que  la  vitesse. 

L'extrémité  de  la  perpendiculaire  mobile  décrit  une 
certaine  ligne  courbe,  dont  la  forme  représente  la  loi 
suivant  laquelle  la  vitesse  varie,  et  la  perpendiculaire 
elle-même  engendre  une  portion  de  surface  comprise  entre 
la  droite  aX  et  la  courbe  b  b'b"^ ...  qui  est  justement  égale 
au  chemin  parcouru  pendant  le  temps  correspondant. 

En  effet,  supposons  que  la  vitesse,  au  lieu  de  varier 
d'une  manière  continue,  reçoive  des  accroissements  brus- 
ques à  des  intervalles  sensibles ,  le  mouvement  sera  uni- 
formeîentre  deux  accroissements  consécutifs,  et  le  chemin 
parcouru  pendant  un  de  ces  intervalles  sera  représenté 
par  la;;  surface  d'un  petit  rectangle  ayant  pour  base  la 
longueur  qui  représente  l'instant  correspondant,  et  pour 
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hauteur  la  perpendiculaire  qui  représente  la  vitesse  au 
commencement  de  cet  instant.  Le  chemin  total  parcouru 
pendant  un  certain  nombre  de  ces  instants  sera  représenté 
par  la  somme  des  rectangles  correspondants. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  que  plus  les  intervalles 
qui  séparent  les  accroissements  successifs  deviennent 
petits,  plus  la  somme  des  rectangles  qui  représente 
le  chemin  parcouru  s'approche  de  se  confondre  avec  la 
surface  terminée  par  la  courbe  •,  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'à  la  limite,  lorsque  la  vitesse  varie  d'une  manière  con- 
tinue ,  le  chemin  parcouru  se  trouve  rigoureusement 
représenté  par  cette  surface. 

La  question  se  trouve  donc  ramenée  à  mesurer  la  por- 
tion de  surface  limitée  par  deux  perpendiculaires  extrêmes 
et  comprise  entre  la  droite  et  la  courbe. 

Quelquefois  la  nature  de  la  courbe  permet  d'obtenir 
une  expression  rigoureuse  de  cette  mesure;  mais,  dans 
tous  les  cas,  on  peut  la  calculer  avec  autant  d'approxima- 
tion qu  on  veut. 

Soit  ab  h^a^  (fig'  3)  la  portion  de  surface  à  mesurer  ; 
on  divise  la  base  aa^  en  un  certain  nombre  de  parties 
égales  5  par  chaque  point  de  division ,  on  élève  une  per- 
pendiculaire. Chaque  petit  arc  de  courbe  compris  entre 
deux  perpendiculaires  peut  être  considéré  comme  une 
droite;  par  suite,  chaque  portion  de  surface  peut  être 
considérée  comme  un  trapèze.  On  a  donc  pour  la  somme 
de  ces  trapèzes 

-  aaAa!b'  -i-  7,a!'h"  -i- 20" b*^ -h  2a»^^»^  + .  .  .  +  a^'ô^M.     ' 

Il  est  évident  que  cette  expression  est  d'autant  plus  appro- 
chée que  l'intervalle  aa'  est  plus  petit. 
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Mouv^ement  uniformément  varié. 

6.  Le  cas  le  plus  simple  du  mouvement  varié  est  celui 
dans  lequel  la  vitesse  croît  proportionnellement  au  temps. 
Ce  mouvement  est  appelé  uniformément  varié. 

Soit  OX  {fg.  4)  la  droite  sur  laquelle  on  porte  des 
longueurs  proportionnelles  aux  temps  :  à  l'origine,  la  vi- 
tesse est  nulle  -,  au  bout  d'une  seconde,  elle  est  représentée 
par  la  perpendiculaire  ai,  que  nous  appellerons  gf;  au 
bout  de  deux  secondes ,  elle  est  2g^  etc.  Enfin,  au  bout 
du  temps  ï,  on  a  pour  la  vitesse  acquise 

Puisque  la  perpendiculaire  varie  proportionnellement  au 
temps,  son  extrémité  engendre  la  droite  oJr,  et  le  chemin 
x,  parcouru  au  bout  du  temps  T,  a  pour  mesure  la  sur- 
face d^un  triangle  dont  la  base  est  égale  à  T  et  la  hauteur 
à  t'  :  donc 


par  suite  ^ 


2 


x=i^T'. 


7.  Par  conséquent ,  dans  le  mouvement  uniformément 
varié,  le  chemin  parcouru  au  bout  d'un  certain  temps  T 
est  égal  au  chemin  parcouru  pendant  le  même  temps  avec 
une  vitesse  moitié  de  la  vitesse  acquise  au  bout  de  ce 
temps.  De  plus,  les  chemins  parcourus  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  des  temps  employés  à  le»  parcourir. 
C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  construction.  En 
effet,  les  chemins  x  et  a/,  correspondants  aux  temps  T 
et  T',  sont  représentés  par  les  surfaces  des  triangles  sem- 
blables dont  T  et  T'  sont  les  bases ,  et  ct^s  surfaces  sont 
comme  les  carrés  des  bases. 
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11  est  facile  de  voir  que  si,  à  Torigiue,  la  vitesse,  au 
lieu  d'être  nulle,  était  égale  à  V,  on  aurait 

p  =r  V  H-  ^T,      a:  =  \T  -h-  gV. 

Si,  au  lieu  d'être  croissante  ,  la  vitesse  était  décroissante,* 
on  aurait 

et 

X  =  VT  —  i  gV. 

Moui^emen t  curviligne . 

8.  Lorsqu'un  point  est  animé  d'un  mouvement  varié 
par  rapport  à  un  système  mobile ,  et  que  ce  système  est 
lui-même  animé  d'un  mouvement  uniforme  ou  varié 
par  rapport  à  un  système  fixe,  le  point  décrit  une  ligne 
courbe. 

Par  exemple ,  le  système  mobile  ox ,  oy  i^fig*  5)  est 
animé^ar  rapport  au  système  fixe  OX ,  OY,  d'un  mouve- 
ment rectilign^  et  uniforme  \  la  vitesse  est  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  parla  droite  OK.  Un  point  mo- 
bile, primitivement  situé  en  A  ,  est  animé,  par  rapport  au 
système  mobile  ox ,  oy,  d'un  mouvement  uniformément 
varié,  dirigé  suivant  Â^;  la  vitesse  g:,  acquise  au  bout 
de  l'unité  de  temps,  étant  égale  à  Â;?,  cherchons  le  che- 
min décrit  par  le  point  mobile  par  rapport  au  système 
fixe. 

En  vertu  du  mouvement  uniforme  du  système,  le  point  A 
parcourt  sur  la  droite  AZ  ,  parallèle  à  OK ,  des  longueurs 
proportionnelles  aux  temps.  La  droite  A^  se  trouve  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même,  tandis  que  le  point 
mobile  parcourt  sur  cette  droite  des  longueurs  propor- 
tionnelles aux  carrés  du  temps.  Il  s'ensuit  que  les  di»- 
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tances  A!q\  hl*q'\  etc.,  mesurées  parallèlement  à  A^, 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  distances  AA', 
A  A'',  etc.,  mesurées  sur  AZ.  Cette  condition  suffit  pour 
déterminer  la  .courbe,  et  la  fait  reconnaître  pour  une 
parabole. 

Il  serait  facile  de  multiplier  les  exemples  de  ce  mode 
de  génération  des  courbes. 

De  la  tangente, 

9.  Lorsqu'un  point  se  meut  en  ligne  courbe ,  sa  vitesse 
change  à  chaque  instant  de  direction.  Cette  vitesse  est  la 
résultante  des  vitesses  dont  le  point  est  animé.  Par  consé- 
quent,  on  peut  la  construire  quand  on  connaît  le  mode  de 
génération  delà  courbe.  La  droite  qui  indique  la  direc- 
tion de  la  résultante  est  la  tangente.  De  là  résulte  un 
moyen  commode  de  construire  la  tangente.  Cette  con- 
struction est  connue  sous  le  nom  de  méthode  des  tan- 
gentes de  Roberval, 

Dans  la  courbe  que  nous  venons  de  déterminer, 
construisons  la  tangente  au  point  m  [fig*  5)^  la  vitesse  du 
point  mobile  suivant  me,  parallèle  à  AZ,  est  constante  et 
égale  àOK.La  vitesse  suivant  m6,  parallèle  à  A^,  est 
double  de  mi\  car  nous  savons  que,  dans  le  mouvement 
uniformément  varié,  la  vitesse  acquise  est  représentée 
par  une  longueur  double  du  chemin  parcouru  (7). 
Construisons  le  parallélogramme  sur  les  droites  mi  et 
inb\  la  diagonale  mR  est  la  tangente. 

Moui^ement  de  rotation, 

10.  Le  mouvement  de  rotation  le  plus  simple  que  nous 
puissions  concevoir  est  celui  d'un  système  qui  tourne 
^ihtour  d'un  axe  fixe  OZ  [fig-  6). 

Chaque  point  décrit  une  circonférence  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  Taxe  et  le  centre  situé  sur  cet  axe. 
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Lorsqu'on  point  se  meut  en  ligne  courbe,  sa  vitesse  est 
constamment  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette  courbe 
Par  conséquent,  la  vitesse  d'un  point  quelconque  A  du 
système  est  dirigée  perpendiculairement  au  rayon  OÂ  et 
à  l'axe  OZ. 

Tous  les  points,  étant  liés  entre  eux  d'une  manière 
invariable,  décrivent  à  chaque  instant  des  arcs  sembla- 
bles. Comme  leurs  vitesses  sont  dans  le  rapport  des  ancs 
qu'ils  décrivent  en  même  temps,  et  que  ces  arcs  sont  dans 
le  rapport  des  rayons ,  il  s'ensuit  que  les  vitesses  de  s 
différents  points  sont  entre  elles  comme  les  distances  de 
ces  points  à  Taxe. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  représente  par  co  la  vitesse  du 
point  dont  la  distance  à  l'axe  est  égale  à  Vunité  de  lon- 
gueur, on  aura  r.w  pour  la  vitesse  d'un  point  dont  la 
distance  à  Taxe  est  r. 

(2ette  vitesse  ci)  du  point  dont  la  distance  à  Taxe  est 
égale  à  l'unité  se  nomme  vàesse  angulaire. 

La  rotation  autour  d'un  axe  fixe  est  parfaitement  déter- 
minée pour  un  instant  donné,  quand  on  connaît  la  vitesse 
angulaire  correspondante  et  le  sens  de  la  rotation. 

La  vitesse  angulaire  s'indique  en  portant  sur  l'axe,  à 
partir  d'un  point  fixe  O,  une  longueur  proportionnelle  à 
cet  axe.  Le  sens  de  la  rotation  s'indique  par  le  sens  dans 
lequel  on  convient  de  porter  cette  longueur  comme  posi- 
tive à  partir  de  l'origine.  Ainsi,  par  exemple,  on  con- 
viendra qu'en  se  supposant  placé  suivant  l'axe ,  les  pieds 
à  l'origine,  les  points  du  système  doivent  paraître  marcher 
de  droite  à  gauche. 

D'après  cette  convention  ,  les  longueurs  étant  comptées 
comme  positives  du  point  O  vers  le  point  Z,  le  mouve- 
ment aurait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche.  Pour 
indiquer  une  rotation  en  sens  contraire,  il  suffirait  de 
porter  l'axe  en  sens  contraire  suivant  OY. 
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Composition  des  ^vitesses  angulaires ,  axe  instantané. 

H.  Supposons  qu'un  corps  tourne  autour  de  Taxe 
op  {fig.  7)  avec  une  vitesse  angulaire  w  proportionnelle 
à  la  longueur  op,  tandis  que  le  plan  poq  tourne  autour 
de  l'axe  oq  avec  une  vitesse  angulaire  co'  proportionnelle  à 
la  longueur  09,  de  sorte  qu'on  ail 

(à  \  <ù'  \\  op  \  oq. 

Cherchons  quelles  sont  les  vitesses  des  différents  points 
du  système.  Pour  cela ,  considérons  un  de  ces  points  m 
au  moment  où  il  passe  dans  le  plan  poq\  abaissons  sur 
les  axes  les  perpendiculaires  mh  et  ma. 

En  vertu  de  la  rotation  autour  de  Taxe  op,  je  point  w 
est  animé  d'une  vitesse  mb.(ù  perpendiculaire  au  plan 
poq.  En  vertu  de  la  rotation  autour  de  l'axe  oq^  le  point 
m  est  animé  d'une  vitesse  ma.tù'  perpendiculaire  au  plan 
poq  5  de  plus ,  tant  que  le  point  m  est  situé  dans  l'angle 
po^,  ces  deux  vitesses  sont  dirigées  en  sens  contraire. 
On  a  donc ,  pour  la  vitesse  du  point  m , 

vznma.tJ —  mb.fù. 

Cette  vitesse  est  nulle  lorsque  les  perpendiculaires  mb  et 
ma  sont  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires.  Or  il 
est  facile  de  voir  que  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à 
cette  condition  est  la  diagonale  OR  du  parallélogramme 
construit  sur  les  axes  op  et  oq. 

En  effet,  du  point  R  abaissons  sur  les  axes  les  perpen- 
diculaires R/ et  RG;  les  triangles  semblables  nous  donnent 

R«  :  Rg  :  :  «9  :  o/>  :  :  w'  :  w, 

donc 

R/.w  —  R^.û4'  =  o. 

Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quelconque  de 
la  diagonale ,  indéfiniment  prolongée ,  sont  dans  le  même 
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rapport  5  donc ,  tous  les  points  situés  sur  la  direction  dt* 
cette  diagonale  ont  une  vitesse  nulle. 

Tous  les  points  situés  sur  une  même  droite  parallèle  à 
la  diagonale  OR  ont  des  vitesses  égales  et  parallèles  :  en 
effet ,  par  le  point  m  menons  md  parallèle  à  OR  ;  pai* 
le  point  d ,  où  elle  rencontre  Taxe  op ,  menons  de  paral- 
lèle à  oq  :  nous  aurons 

ma  =  me  -h  ca , 
d'où ,  pour  la  vitesse  du  point  m , 

p  r=  me .  w'  —  mb .  û)  -h  ca .  w' . 

Or,  à  cause  des  triangles  semblables ,  et  d'après  ce  qui 
vient  d'être  démontré ,  on  a 

wc.w'  —  /?ïè.w=ro; 
donc 

V  =  ca,v>' , 

La  longueur  ca  reste  évidemment  la  même  pour  tous 
les  points  situés  sur  uid. 

Deux  points  situés  à  des  distances  égales  de  part  el 
d'autre  de  la  diagonale  ont  des  vitesses  égales  et  dirigées 
en  sens  contraire. 

En  effet,  considérons  un  point  n  de  l'axe  op  [fig*  8) 
et  un  point  m  du  corps  mobile  au  moment  où  il  rencontnî 
Taxe  oq\  prenons  les  distances  om  et  on  proportionnelles 
aux  axes,  de  sorte  qu'on  ait 

om  \  on  W  oq  \  op. 

Les  perpendiculaires  ma  et  nh ,  abaissées  sur  la  diagonale, 
sont  égales. 

Des  points  m  et  w  abaissons  sur  les  axes  les  perpen- 
diculaires me  et  nd'^  les  triangles  semblables  donnent 

me  :  nd  :  :  om  \  on  \\  oq  \  op  \\  &>':&>, 

d'où  .    . 

///r.w  =  nii.(,if . 
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Mais  me . co  est  la  vitesse  du  point  m ,  et  nid.^'  la  vitesse 
du  point  n,  et  ces  vitesses  sont  dirigées  en  sens  con- 
traires. 

De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  évidemment  que  les 
vitesses  de  tous  les  points  du  mobile  situés  dans  le  plan  poq 
sont  les  mêmes  que  si  la  rotation  avait  uniquement  lieu 
autour  d'un  axe  dirigé  suivant  la  diagonale  OR. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  vitesse  angulaire 
autour  de  cet  axe;  représentons  cette  vitesse  par  11.  Du 
point  p  abaissons  sur  la  diagonale  et  sur  l'axe  oq  les  per- 
pendiculaires pk  et  ph\  la  vitesse  du  point  p  sera  pk.Q». 
D'un  autre  côté,  nous  avons  pour  la  vitesse  de  ce  même 
point  ph .  w'  ;  donc 

pk.ui'  =  pk .  a , 
d'où 

ii  :  w'  ;  :  ph  :  pk. 

Or  ph=gk,  et  les  triangles  semblables  ORg,  pAR  don- 
nent 

^g:p^  ::  OR  :  og; 

donc 

n  :  w'  :  :  OR  :  oy. 

Ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse  angulaire  11  est  propor- 
tionnelle à  la  longueur  de  la  diagonale  OR . 

Les  points  que  nous  avons  considérés  dans  le  plan  poq^ 
étant  invariablement  liés  avec  tous  les  autres  points  du 
mobile,  les  entrainent  avec  eux  dans  leur  mouvement; 
nous  pouvons  donc  conclure  ce  théorème  : 

Si  un  corps  tourne  autour  (Tun  premier  axe,  tandis 
que  cet  axe  lui-même  tourne  autour  d'un  second,  les 
vitesses  de  tous  les  points  du  mobile  à  un  instant  donné 
sont  les  mêmes  que  si,  à  cet  instant,  le  mobile  tournait 
uniquement  autour  d'un  axe  représente  en  grandeur  et 
en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  deux  premiers. 
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12.  Le  corps  tourne  autour  de  Taxe  op]  par  consé- 
quent ,  les  points  de  ce  corps  qui  passent  dans  le  plan  poç 
changent  à  chaque  instant.  Le  plan  poq  tourne  lui-même 
autour  de  l'axe  oq  ;  il  en  résulte  que  Taxe  OR,  qui  est 
toujours  situé  dans  ce  plan ,  se  déplace  continuellement 
dans  Tintérieur  du  corps  mobile  et  dans  l'espace  :  pour 
cette  raison,  on  Fa  nommé  axe  instantané  rie  rotation. 

Si  les  mouvements  de  rotation  sont  uniformes,  c'est- 
à-dire  si  les  vitesses  angulaires  o)  et  (J  restent  constantes, 
la  diagonale  OR  fait  constamment  le  même  angle  avec 
Taxe  fixe  oy ,  en  tournant  autour  de  lui  elle  engendre  un 
cône  droit  à  base  circulaire  qui  est  fixe  dans  l'espace. 
Elle  fait  aussi  constamment  le  même  angle  avec  Taxe  mo- 
bile op^  et  comme  tous  les  points  du  corps  viennent  passer 
successivement  dans  le  plan ,  elle  trace  dans  l'intérieur 
du  corps  la  surface  d'un  second  cône  droit  à  base  circu- 
laire dont  le  sommet  coïncide  avec  le  sommet  du  cône  fixe. 

Si  l'on  suppose  tous  les  points  du  mobile  liés  à  la  sur- 
face du  second  cône;  puis  si  l'on  suppose  que  ce  cône 
roule  sans  glisser  sur  le  cône  fixe,  on  aura  une  représen- 
tation exacte  dli  mouvement.  On  voit  qu'à  chaque  in- 
stant ,  le  système  tourne  autour  de  l'arête  de  contact  des 
deux  cônes*,  cette  arête  est  justement  l'axe  instantané  de 
rotation  :  on  voit  clairement  comment  cet  axe  se  déplace 
continuellement  dans  l'espace  et  dans  Tintérieur  du 
système  mobile. 

Si  les  rotations  autour  des  deux  axes  ne  sont  pas  uni- 
formes, les  vitesses  angulaires  w  et  w'  variant  à  chaque 
instant,  les  angles  que  la  diagonale  fait  avec  les  axes 
varient  en  même  temps.  L'axe  instantané  décrit  encore 
deux  surfaces  coniques ,  l'une  fixe  dans  l'espace ,  l'autre 
dans  l'intérieur  du  système  mobile  ;  mais  ces  deux  sur- 
faces ne  sont  plus  des  cônes  droits  à  bases  circulaires  : 
néanmoins,  on  a  toujours  une  représentation  complète 
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du  mouvement ,  en  supposant  que  le  cône  mobile  roule 
sans  glisser  sur  le  cône  fixe. 

13.  Lorsqu'on  sait  trouver  la  résultante  des  vitesses 
angulaires  de  rotation  autour  d&  deux  axes,  on  peut 
trouver  la  résultante  des  vitesses  angulaires  autour  d'au- 
tant d'axes  qu'on  voudra. 

Supposons  [Jig*  9)  qu'un  corps  tourne  autour  d'un 
axe  o/>,  tandis  que  cet  axe  tourne  autour  d'un  second 
axe  oq  et  que  ce  second  tourne  autour  d'un  troisième  on. 

Faisons  abstraction  de  la  rotation  autour  de  on\  nous 
aurons  un  axe  instantané  représenté  par  la  diagonale  os. 
En  composant  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  avec 
la  vitesse  angulaire  autour  de  on ,  nous  aurons  un  axe  in- 
stantané représenté  par  la  diagonale  OR  du  parallélipipède 
construit  sur  les  trois  axes  op  ^  oq  ^  on. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'axe  instantané  engendre  en- 
core deux  surfaces  coniques ,  et  qu'on  a  une  représenta- 
tion complète  du  mouvement  en  faisant  rouler  une  de  ces 
surfaces  sur  l'autre. 


DÉRIVÉES  DES  DIVERS  ORDRES  DE  DEUX  FONCTIONS  SIMPLES 
CIRGliLAIRES,  ET  LEURS  APPLICATIONS; 

Par  m.  P.-A.-G.  COLOMBIER, 

Professeur   de   mathématiques,    h   Paris. 


Problème  I.  Trousser  V expression  analytique  de  la 
dériv^ée  d'un  ordre  quelconque  de  la  Jonction  simple 

circulaire 

jr  =  arc  tango:. 

Solution,  Calculons  plusieurs  dérivées  de  la  fonction 
donnée  que  nous  exprimerons  en  fonction  de^^^  puis,  en 
ayant  égard,  pour  certaines  transformations,  aux  pre- 
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mières  formules  de  la  trigonométrie   rectiligne,    nous 
reconnaîtrons  que  Ton  a  les  relations  suivantes  : 


£=cosrcos(^^-ho.^j, 


—  =i.cos»rcos 

-j—  =  I .  a  cos^j  cos  I  3  r  -f-  2  -  j  ? 


-^  =1.2.3  cos*7  cos  (4/  -h  3  -]  9 

^=i.2.3.4cos^/cos^57  4-4^)- 

Nous  pourrions  calculer  encore  plusieurs  autres  déri- 
vées \  mais  celles  que  nous  venons  de  former  suffisent  pour 
mettre  en  évidence,  dès  la  dérivée  du  second  ordre  inclu- 
sivement, leur  loi  de  formation.  Cette  loi,  qu*on  peut 
traduire  aisément  en  langage  ordinaire,  est  exprimée 
analytiquement  par  la  relation 

-—^  =r  I  .  2  .  3  .  .  .  (m  —  I  )  ces'"  J  COS  (  /?!/  H-  W  —  I  •  -  )     (*)  • 

Je  dis  que  cette  loi  déduite  de  l'analogie  est  la  loi  géné- 
rale de  formation  de  toutes  les  dérivées  de  la  fonction 
donnée,  à  partir  de  la  seconde. 

En  elfet ,  supposons  que  cette  loi  ait  été  vérifiée  jusqu'à 
la  dérivée  de  l'ordre  m  inclusivement,  et  calculons  la  dé- 
rivée de  Tordre  m  -h  i*,  il  vient 

-r  —    I.2.j.../it  COS*^'/* 


2 


sin  J  cos  I  wj  -h  /w  —  I .  -  j  H-  cos  j  sin  (  /raj  +  m  —  i 

»-'jr  sin  [  /w  4^  I  o'  -h  //i  — I .  -  J  • 


=  — 1.2.3. .  .m cos""*"' 


(•)  Cette  formule  se  trouve  (sauf  la  notation)  dans  les  Problèmes  Jr 
Calcul  diffi'rentiel ,  par  M.  Léonce  Clarke  {page  11). 
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Mais  si  l'on  observe  que  l'on  a  Tégalilé 

.     / .    7r\  / 7r\ 

sin  1  /w  +  1 .  r-f-  iw  —  I .  -  =  —  cos  (  //j  4- 1  .  r  4-  m  -  9 
A  V  \  V 

on  pourra  écrire 

• ,      *;  =  1 . 2 . 3 . .  .  m  CCS*'*'' r  ces  (  m  H- 1 .  r  -h  w  -  |  • 

Ce  qui  montre  que  la  dérivée  de  Tordre  m-\-i  se  forme 
identiquement  d'après  la  loi  qui  a  servi  à  écrire  la  dérivée 
de  l'ordre  m.  Donc,  en  sous-en tendant  le  raisonnement 
connu,  il  est  vrai  de  dire  que  cette  loi  est  générale. 

Scolies.  Nous  avons  fait  remarquer  que  cette  loi  géné- 
rale ne  donne  pas  la  première  dérivée.  On  peut,  cepen- 
dant, en  y  introduisant  une  légère  modification,  la 
rendre  telle,  qu'elle  donne  toutes  les  dérivées  sans  excep- 
tion. Il  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  le  coefficient  de 

la  dérivée  de  Tordre  m  par  —5  ce  qui  n'en  change  pas  la 

valeur  numérique.  Nous  ferons  remarquer  encore  que  si 
Ton  fait  tour  à  tour  a:  =  ±  00  ,  et  j:  =  o,  dans  Téqua- 

tion  donnée,  on  trouve  respectivement  j  =  -,  etj^  =  o. 

Ce  qui  montre  que,  dans  le  premier  cas ,  toutes  les  déri- 
vées sont  nulles,  et  que,  dans  le  second,  il  n'y  a  que  les 
dérivées  d'ordre  pair  qui  le  soient. 

Corollaire,  Si  Ton  avait  à  trouver  la  dérivée  de  Tordre 
m  de  la  fonction  circulaire  monôme 
j  =  A  arc  tang  eux , 

A  et  a  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x ,  on 
trouverait  immédiatement  que  Ton  a 

d^.r 

Observ^ation,  Lorsque  nous  avons  trouvé  la  solution 
du  problème  ri-dessus,   nous  ignorions  qu'A rboiça s t  eût 


-=  1.2.3. .  .(m  — i)  A(acos  r)"cos  l/»/-f-/w  —  i .  -|. 
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donné  une  autre  solution  du  même  problème  dans  son 
Calcul  des  dériuationSj  publié  en  1800.  Je  dois  ce  ren- 
seignement bibliographique  à  M.  le  rédacteur  des  Nou- 
i^elles  Annales.  Arbogast ,  dans  l'ouvrage  que  nous  venons 
de  citer,  donne,  à  la  page  3i6,'pour  dérivée  d'un  ordre 
quelconque  de  la  fonction  arc  tangx» 

d'»^^  (arc  tangjc) ^  a^j:* 

I  '^  '    2»ar»  1.2  2*x<        I 

L  i.a.3  n^jc^  J 

dans  qz ,  le  signe  supérieur  est  pour  n  impair,  et  l'infé- 
rieur est  pour  n  pair. 

Pour  obtenir  cette  formule,  Arbogast  fait  l'application 
d'une  méthode  qui  donne  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque 
d'une  fonction  monôme  ou  polynôme,  sans  qu'il  soit, 
pour  cela,  nécessaire  de  passer  par  les  dérivées  des  or- 
dres inférieurs  (*). 

Problème  II.  Développer  la  fonction  arc  tang  x 
suivant  les  puissances  croissantes,  entières  et  positives 
de  X. 

Solution.  En  ayant  égard  au  problème  précédent,  gn 
trouve  que 

arc  tangx  = —4-^  —  ...±R. 

I        o        o 

Dans  cette  relation ,  la  quantité  ±  R  désigne  le  reste  de  la 
série.  Ce  reste,  calculé  d'après  la  formule  de  M.  Cauchy, 
donne,  en  réduisant , 

±  R  =  ±  X  ces/,  [x(i  —  ôj  ces/,]"-'  cos  Imy-^  /w  — i .  - \  ; 
d'après  une  remarque  faite  ci-dessus ,   m  est   toujours 

(•)  Môlliodr  d'une  extrême  imporlanco  cl  toutefois  peu  étudiée.     Tu. 
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impair.  On  prend  R  avec  le  signe  plus  y  ou  avec  le  signe 
moins,  selon  que  le  résidu  de  l'ordre  de  la  dérivée,  par  4 , 
est  égal  à  plus  un  y  ou  à  moins  un,  Q  désigne  une  quantité 
positive  plus  petite  que  Tunité,  et  y  désigne  ce  que  devient 
arc  tang  x,  lorsqu'on  y  remplace  x  par  Qx. 

Cherchons  les  conditions  pour  que  la  série  ci-dessus, 
prolongée  à  Finfini ,  soit  convergente.  Remarquons  que 
ses  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  dès 
lors,  il  faut  chercher  les  conditions  pour  qu'ils  décroissent 
indéfiniment.  A  cet  effet,  désignons  par  u^,  i/^i  les  deux 
termes  consécutifs  de  cette  série  et  dont  les  rangs  sont  p, 
p  -hi.  On  a 

Up=z± »       «-^.1  =  ZIZ ; 5 

'^  2/?  —  I  '^      ^  Hp-h  l 

les  signes  supérieurs  se  correspondent  ainsi  que  les  signes 
inférieurs  :  d'où 

La  quantité  entre  parenthèses  est  toujours  comprise 
entre  o  et  -J-  i  ;  elle  n'est  égale  à  -h  i  que  pour  p  =  co 
Donc,  pour  que  les  termes  de  la  série  aillent  en  décrois- 
sant indéfiniment,  lorsque  p  croît  sans  limite,  il  faut  et  il 
suffit  que  X  ne  soit  pas  en  dehors  des  limites  -t-i  et  — i. 
Dès  lors,  si  x  remplit  cette  condition ,  la  série  prolongée 
à  l'infini  est  convergente ,  d'après  un  théorème  connu  \ 
elle  est  encore  convergente  pour  les  valeurs  particulières 
jr  =  -hi,     x=— I. 

Cela  posé,  pour  que  la  série  prolongée  à  l'infini  ait 
pour  somme  arc  tangx,  les  valeurs  de  x  n'étant  pas  en 
dehors  de  -f-i  et  — i,  il  est  nécessaire  de  démontrer  que 
pour  m  =  00    on  a 

liin(±:R)==o. 
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Or,  d'après  la  forme  sous  laquelle  nous  ayons  présenté 
le  reste  de  la  série,  on  voit  que  cette  condition  sera  tou- 
jours satisfaite,  si  la  valeur  absolue  de 

jr(i—  ô)cos^,<i, 

ou  si  celle  de  x  est  <;i .  Mais  cette  dernière  inégalité  est 
évidemment  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  -h  i  et  —  15  donc  pour  x ,  pris  dans  les 
mêmes  limites,  la  série  ci-dessus,  prolongée  à  Tinflni ,  a 
pour  somme  arc  tang  x^  et  Ton  peut  écrire,  avec  certitude, 

X       x^       jc^       x' 
(i)  arc  tang  j?= T"*"T h...  à  l'infini. 

Cette  formule  est  encore  exacte  pour  les  valeurs  parti- 
culières jr=-f-i,j:  =  — I,  parce  que  le  second  membre 
reste  convergent  pour  ces  deux  valeurs  de  x. 

Historique,  La  formule  (i),  très- remarquable  par  sa 
simplicité  et  par  ses  applications ,  a  été  donnée  par  Gode- 
froy-Guillaume  Leibnitz,  au  commencement  de  l'an- 
née 1674?  pendant  le  séjour  qu'il  fit  à  cette  époque  à 
Paris. 

Observations.  On  peut  arriver  à  la  formule  de  Leibnitz 
en  faisant  usage  des  quantités  imaginaires  :  i^  en  em- 
ployant la  formule  qui  donne  la  tangente  d'un  arc  eu 
fonction  d'exponentielles  imaginaires  ;  2°  en  suivant  une 
méthode  due  à  M.  Caucby. 

Corollaire,  On  peut  transformer  la  formule  de  Leib- 
nitz  en  une  autre  qui  convienne  aux  valeurs  des  tan- 
gentes qui  sont  en  dehors  des  limites  -f- 1  et  —  1 . 

En  effet,  on  a,  quel  que  soît  x, 

arc  tang  x  -f-  arc  tang  -  =  - , 


Digitized  by 


Google 


(35) 
d'où 


ir  I 

arctaogx  = arc  tang  -• 


jc  étant  supposé  en  dehors  de  H- 1  et  — i ,  il  s'ensuit  que 
-  est  renfermé  dans  ces^  mêmes  limites  ;  par  conséquent, 

ou  peut  développer  arc  Ung-  d'après  la  formule  de  Leib- 
nitz ,  et  il  vient 

(a)       arctangx  =  ^-i  + J^-^4-...   à  rinBni. 

La  formule  (i)  ne  donne  que  des  arcs  compris  çntre  o  et 
-h  T  ou  entre  o  et  —  y-,  la  formule  (2)  ne  donne  que  des 


TT 


TT  n 


arcs  compris  entre  -h  7  et  -f-     ,  ou  entre  — --  et - 

Par  suite,   ces  deux  formules  serviront  à   connaître  la 
grandeur  d'un  arc  qui  sort  de  ces  limites,  si  Ton  donne 

le  nombre  de  fois  que  cet  arc  contient  -,    ainsi  que  le 
résidu  de  cette  division. 

Problème  III.  Trouuer  le  développement  de 
arc  tang(j:  -f-  h),  ordonné  suivant  les  puissances  croiS'- 
santés  y  entières  et  positives  de  h. 

Nous  nous  dispenserons  de  développer  la  solution  de 
ce  problème  ;  nous  nous  bornerons  à  dire  que  Ton  fait 
usage  du  problème  I,  et  que  le  raisonnement  est  semblable 
à  celui  du  problème  H. 

Problème  IV.  Trouver  V expression  analytique  de  la 
dérivée  d'un  ordre  quelconque,  de  la  fonction  simple 
circulaire 

X  —  arc  cot  x. 

Solution,  Par  un   calcul  et  par  des   transformations 

3. 
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analogues  à  ceux  que  Tou  a  employés  dans  le  problème  1^ 
on  trouve  que  l'on  a 


i=(- 
£=(- 
^=(- 


=  (^i 


'  sany  sin  j, 

* .  1   sin'j  sio  2  j-, 
1 . 2  sin*7  sin  3j, 
1.2. 3 sin*/  sin 4/9 
1.2.3.4  sin*j^  sin  5  j. 


E^n  comparant  les  expressions  de  ces  dérivées,  on 
voit,  à  partir  delà  seconde,  qu'elles  se  forment  d'après 
une  loi  très-simple ,  dont  l'expression  analytique  est 


dx^ 


=  ( — i)*".  1 .2.3. .  .(/w — i)8in*7  sinmjr- 


En  supposant  que  cette  loi  ait  été  vérifiée  jusqu'à  la 
dérivée  de  l'ordre  m  inclusivement,  il  sera  facile  de  dé- 
montrer que  la  dérivée  de  Tordre  m  -f- 1  se  forme  de  la 
même  manière  que  la  dérivée  de  l'ordre  m\  par  consé- 
quent, cette  loi  est  générale,  et  la  dernière  relation  écrite 
ci-dessus  donne  la  réponse  au  problème. 

Scolîes.  Ils  sont  analogues  à  ceux  du  problème  I. 

Corollaire.  Si  la  fonction  donnée  était  de  la  forme 

y  =  A  arccotaj7, 

A  et  a  désignant' des  quantités  indépendantes  de  x ,  on 
trouverait  la  relation 


d'^r 


dx' 


—  =  ( —  I  )"• .  1 .  2 . 3 .  . .  [m —  I  j  A  (a  sin/)™  sin  my. 
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Problème  V.  Troui^er  le  déi^eloppenient  rie  la  fonction 

y  =  arc  cot  x, 

suivant  les  puissances  croissantes,  entières  et  positives 
de  X. 

Solution,  On  peut  opérer  directement  en  s*aiclant  du 
problème  IV  ;  mais ,  si  Ton  remarque  que  l'on  a  Tégalité 

TT 

arc  tang  x  -f-  arc  cota:  =1  ~) 
2 

la  question  se  trouve  tout  de  suite  résolue  en  vertu  du 
problème  II. 


NOTE  SUR  LA  THÈORIB  DES  PARALLÈLES; 

Paa  m.  e.  lionnet, 

Professeur  au  lycée  Louis-1e-<}rand. 


La  figure  au  moyen  de  laquelle  M.  Camillo  Minarelli 
veut  prouver  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  n'est 
pas  moindre  que  deux  angles  droits  (*) ,  suppose  que  le 
point  B,  est  situé  dans  l'angle  BDK,  que  le  point  Bj  est 
situé  dans  l'angle  BiD,K ,  et  ainsi  de  suite;  c'est  ce  qu'il 
faudrait  d'abord  démontrer.  On  fait  disparaître  cette 
objection  en  supposant  les  droites  BD, ,  B,  D, ,  BjDs , .  . . 
perpendiculaires  à  DK  ;  mais  alors  il  faudrait  démontrer 
que  le  point  D,  n'est  pas  situé  entre  D  et  Di,  que  le 
point  Ds  n'est  pas  situé  entre  D  et  D,,  et  ainsi  de  suite. 

Note,  MM.  Lebesgue,  Breton  (de  Champ)  et  Finck 
nous  ont  adressé  la  même  objection.  Il  est  difficile  de  la 
rendre  visible  sans  courber  les  droites. 

(•)  Nourellrs  Annales,  année  iH.'|().  paRO  3i3. 


Digitized  by 


Google 


(38) 


GOMPOSITMNS  ÉGRITIS  MUR  L  ADMISSION  A  L'ECOLE 
POLYTECHNIQUE,  1849 

(voir  t.  YIII,  p.  S8S). 


A  Lyon. 

i".  Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  parabole  sur 
ses  tangentes;  trouver  ses  asymptotes. 

2°.  Poids  spécifiques ,  instruments  propres  à  les  déter- 
miner. 

3°.  Construire  la  courbe  d'intersection  de  deux  cylin- 
dres ayant  deux  plans  tangents  communs ,  et  lui  mener 
une  tangente  en  un  point  donné. 

A  Douai, 

1°.  Conditions  de  similitude  de  deux  courbes  en  gé- 
néral :  théorie  des  levers  des  plans  par  la  géométrie  et  la 
trigonométrie. 

Lieu  des  sommets  des  hyperboles  ayant  une  asymptote 
commune  et  une  directrice  commune. 

2°.  Miroirs  et  lentilles  spbériques. 

Carbone  ,  ses  propriétés  et  son  extraction. 

3^^  La  droite  AB  étant  donnée  dans  le  plan  vertical  et 
la  droite  CD  dans  le  plan  horizonul ,  on  suppose  que  cette 
dernière  droite  tourne  autour  de  la  première,  elle  en- 
gendre ainsi  un  hyperboloïde  de  révolution  ;  déterminer 
Tintersection  de  cette  surface  avec  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  vertical ,  et  mener  par  Fun  des  points 
d'intersertion  un  plan  tangent  à  la  surface. 
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A  Strasbourg. 

I®.  G)nstruction  des  racines  des  équations  des  a",  3*  et 
4*  degrés  en  les  ramenant  à  la  construction  d'un  cercle  et 
d'une  courbe  du  i^  degré. 

7?.  Soient  un  angle  ABC  5  A,  C  deux  points  pris  sur  ses 
côtés  ;  par  son  sommet  B ,  on  mène  une  droite  quelcon- 
que B^;  des  points  A  et  C  on  abaisse  sur  cette  droite  les 
perpendiculaires  AD,  CE.  Trouver  le  lieu  du  point  O, 
milieu  du  segment  DE  de  By  compris  entre  les  pieds  des 
perpendiculaires. 

3°.  Théorie  des  miroirs  et  détermination  des  foyers. 

Brome,  ses  propriétés ,  son  extraction. 

4^.  La  droite  AB  étant  dans  le  plan  vertical  et  CD  dans 
le  plan  horizontal ,  on  suppose  que  cette  dernière  tourne 
autour  de  la  première  \  elle  engendrera  un  hyperboloïde 
de  révolution.  Trouver  Tintersection  de  cette  surface  avec 
un  plan  horizontal  -,  déterminer  les  sommets  de  la  courbe 
d'intersection. 


QlIBSTiONS  D  EXAMEN  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
EN  1849 

(Tolr  t.  Vni,  p.  966). 


92.  Si  les  six  faces  d'un  polyèdre  sont  des  parallélo- 
grammes, le  polyèdre  est-il  un  parallélipipèdc?  combien 
faut-il  de  sommets  pour  déterminer  un  parallélipipèdc? 
combien  faut-il  d'arèles?  Suffit-il  de  connaître  les  direc- 
tions des  arêtes? 

93.  y  =  ^^-^ —'  Trouver  l'asymptote  et  le  point  le 

plus  haut  de  la  boucle. 
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94.  a-^b  ^  —  i  et  a  —  b  ^ —  i  sont-ils  toujours  uu 
même  nombre  de  fois  racines  dans  f{x)=o? 

95.  X  = '  p  ei(f  sont  premiers  entre  eux.  Dëmon^ 

trer  qu'on  peut  toujours  décomposer  x  en  deux  parties  - 

et  -  ;  le  peut-on  d'une  infinité  de  manières;  la  somme  des 

deux  parties  entières  est  toujours  la  même,  la  somme  des 
deux  parties  fractionnaires  est  toujours  la  même  fraction  : 
ne  pas  s'appuyer  sur  la  résolution  deax-\-  fy  =  c, 

96.  Surface  d'un  segment  d'ellipse  compris  entre  la 
courbe  et  une  corde  donnée. 

97-  -(x-i)(x--,)(x3_.)  -  ^'  toujours  entier, 
qui'l  que  soit  m. 

98.  Trouver  l'arc  dont  la  tangente  est  x  H-  1  et  vaut 
trois  fois  l'arc  dont  la  tangente  est  x  —  i . 

99.  On  partage  le  rayon  d'une  sphère  en  quatre  parties^ 
égales  ;  sur  les  deux  divisions  moyennes  comme  diamètre , 
on  décrit  une  sphère  ;  cette  sphère  étant  enlevée  de  la 
grande,  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  partie  restante. 

100.  Un  cercle  ayant  pour  surface  i  000  mètres  carrés, 
lui  inscrire  et  lui  circonscrire  des  polygones  réguliers  sem- 
blables dont  la  différence  des  surfaces  soit  moindre  qu'un 
décimètre  carré. 

101 .  Equilibre  d'une  baguette  sur  deux  circonférence» 
concentriques. 

102.  Par  uil  point  donné  mener  une  droite  qui  s'appuir 
sur  deux  circonférences  horizontales  (Géométrie  des- 
criptive) :  le  problème  est-il  toujours  possible.^ 

103.  Soient  ABC  un  triangle  sphérique,  BD  la  bissec- 
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trice  de  l'angle  intérieur  ABC  et  BD'  la  bissectrice  de 
Vangle  extérieur  CBA'5  démontrer  que  l'on  a  la  pro- 
portion 

sîn  AB  __'  sin  AD  __  sin  AD  ' 

sId  BC  ""  sin  CD  ""  sin  CD'  " 

Que  devient  ce  théorème  quand  le  triangle  sphérique  de- 
vient triangle  rectiligne ,  par  suite  de  ce  que  le  rayon  de 
la  sphère  devient  infini? 

104.  Deux  paraboles  sont,  Tune  dans  le  plan  des  ocy^ 
l'autre  dans  le  plan  des  zx  ;  la  seconde  se  meut  parallèle- 
ment à  elle-même ,  son  sommet  restant  constamment  sur 
la  première.  Trouver  Téquation  de  la  surface  engendrée  5 
et,  par  la  géométrie  descriptive,  étant  donnée  la  projection 
horizontale  d'un  point  de  celte  surface ,  trouver  sa  pro- 
jection verticale. 

105.  Equilibre  d'une  sphère  entre  deux  plans. 

106.  p  =  — - —  ;  construire  et  discuter. 
^       tang^^ 

107.  On  donne  l'angle  d'un  cône  dont  Taxe  est  l'axe 
desx,  on  donne  la  projection  horizontale  d'un  point  de 
la  surface.  Trouver  sa  projection  verticale  et  le  plan 
Ungent  en  ce  point. 

108.  Lieu  des  centres  de  gravité  des  arcs  issus  d'un 
même  point  sur  une  même  circonférence.  Construire 
avec  la  règle  et  le  compas  la  tangente  en  un  point  du  lieu. 

109.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des 
distances  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  est  constant. 

110.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  passant 
par  les  sommets  d'un  triangle  rectangle. 

111.  Intersection  de  deux  cylindres,  Tun  parallèle  au 
plan  horizontal ,  Tautre  au  plan  vertical ,  ou  bien ,  l'un 
perpendiculaire  an  plan  horizontal,  l'autre  au  plan  ver- 
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lical.    Construire  la  tangente  en  un  point  (Géométrie 
descriptive). 

112.  On  a  une  suite  de  rectangles  dont  le  sommet 
commun  est  A ,  le  sommet  adjacent  est  sur  une  circonfé- 
rence, la  diagonale  de  ce  second  sommet  passe  toujours 
par  le  centre.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  P,  op- 
posé à  A ,  et  par  le  point  M ,  intersection  des  diagonales. 

113.  Aux  deux  sommets  opposés  A,  B  d'un  parallélo- 
gramme articulé,  on  applique  des  forces  égales,  contraires 
et  dirigées  suivant  la  diagonale  AB  ;  aux  sommets  C ,  D 
on  applique  des  forces  égales  contraires  et  dirigées  suivant 
la  diagonale  CD.  Quelle  est  la  condition  pour  que  les 
quatre  sommets  soient  en  équilibre? 

114.  Trouver  a:,  sachant  que  sin  (  «  )  =  cos  (  ^  J  • 

115.  MD  étant  la  partie  de  la  normale  à  une  ellipse, 
comprise  entre  la  courbe  et  le  grand  axe,  on  prolonge 
cette  normale  d'une  quantité  DN  égale  à  MD.  Trouver  le 
lieu  des  points  N. 

116.  Soient  S„  et  S^j  la  somme  des  n**'»'.'  et  des  (n+i)**""' 

puissances  des  racines  d'une  équation ,  démontrer  que 

S 

■"i^  a  pour  limite  la  plus  grande  des  racines  (elles  sont 

toutes  réelles). 

117.  On  projette  un  point  du  plan  d'une  ellipse  sur 
un  diamètre  par  une  perpendiculaire  qui  rencontre  le 
diamètre  conjugué  de  ce  diamètre  en  un  point  dont  on 
demande  le  lieu. 
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ARITHMOLOGIE.  DE  LA  COMPOSITION  DIS  NOMBRES 
EN  GOBES  ENTIERS  ET  POSITIFS; 

Par  m.  ZORNOW, 

Régent  du  gymnase  de  Kneiphausen,  à  Kœnigsberg. 
(Journal  de  M.  Crelle,  tome  XIV,  page  276 j  i835.) 


Edouard  Waring ,  dans  ses  Meditationes  algebraicœ 
(Cantœbrigiae ,  1782  5  éd.  3) ,  entre  autres  théorèmes  qu'il 
propose  sans  démonstration,  énonce  celui-ci  :  a  Omnis 
»  integer  numerus  vel  est  cubus  "uel  è  duobus,  tribus,  l\ , 
»  5,6,7,8,  vel  no^em  cubîs  compositus:  est  etiam  qua- 
»  dratoquadratus  vel  è  duobus,  tribus ,  etc.  usque  ad 
»  noi^emdecim  compositus  y  et  sic  deinceps.  Consimilia 
»  etiam  affirmari possunt  [exceptis  excipiendis)  de  eodem 
»  numéro  quantitatum  dimensionum  (*).  m 

M.  Zomow  conjecture  que  la  fin  un  peu  obscure  de 
cet  énoncé  signifie  que  la  proposition  a  également  lieu 
pour  les  nombres  de  la  forme  a-h  bx  -h  ex*  ■+-  dx^ , 
a-h-bx-+-  cx'-h  dx^+  ex"".  Ayant  été  prié  par  M.  Jacobi 
de  vérifier  le  théorème ,  M.  Zornow  a  calculé  une  Table 
pour  les  cubes  des  nombres  de  i  à  3o  000,  et  a  trouvé  que  le 
théorème  subsiste  dans  tout  cet  intervalle  5  il  n'y  a  qu'un 
seul  nombre,  savoir  23,  pour  lequel  il  faille  9  cubes: 
23  =  2  .  2' -^-  7  .  i',  et  quatorze  nombres  pour  les- 
quels il  faut  au  moins  8  cubes  -,  le  plus  petit  de  ces  nom- 
bres est  i5  :  i5  =  2'  4-  7  .  i',  et  le  plus  grand  est  4^4  • 
454  =  7'H-4.3'-4-3.i\ 

Cette  Table  ingénieuse  donne  le  moyen  de  trouver  non- 
seulement  le  nombre  minimum  des  cubes  dont  un  nombre 
est  formé,  mais  encore  ces  cubes  eux-mêmes. 

(•)  H  s'agit  peut-être  de  théorèmrs  RTialogucs  pour  toutes  le»  puis- 
sances, lu. 
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BIBLIOGRAPHIE  (*). 


Exercices  et  problèmes  de  calcul  différekitiel  et 
INTÉGRAL,  par  M.  F.-D.  Gregory;  traduit  de  l'anglais 
par  M.  Léonce  Clarke,  professeur  de  mathématiques. 
Paris,  1849*,  in-8^;  xii ,  55  pages. 
On  a  fait  aux  éléments  de  calcul  infinitésimal  une 
réputation  de  difficulté  qui  les  fait  repousser  de  rensei- 
gnement secondaire,  et,  toutefois,  cet  enseignement 
4'omprend  des  objets  bien  plus  difficiles.  Le  théorème  de 
M.  Cauchy  pour  prouver  l'existence  des  racines,  celui  de 
iM .  Sturm  pour  trouver  ces  racines,  et  même  certaines  con- 
sidérations arithmétiques,  exigent  de  plus  grands  eiforts 
intellectuels  que  les  procédés  élémentaires  du  calcul  dif- 
férentiel 5  et  combien  Tintroduction  de  ces  procédés  ferait 
économiser  de  temps  et  de  peines,  et  populariserait  de 
précieuses  connaissances!  L'ouvrage  de  M.  Clarke  faci- 
litera cette  introduction ,  que  nous  appelons  de  tous  nos 
vœux;  excellente  importation,  que  tout  calculateur  ana- 
lyste voudra  se  procurer.  On  doit  surtout  recommander 
ce  recueil  aux  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique;  c'est, 
pour  eux ,  un  véritable  vade-mecum  :  l'habileté  qu'ils 
acquerront  par  ces  exercices ,  leur  fera  mieux  com- 
prendre la  théorie,  car  la  pratique  est  la  véritable  clef 
de  la  théorie.  Le  chapitre  III,  sur  le  changement  de  la 
variable  indépendante  ,  aplanit  bien  des  difficultés ,  et 
contient  de  beaux  résultats.  Espérons  que  le  succès  de 


(')  Ton»  les  ouvrages  annonces  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Ètathé- 
matiques  se  trouvent  chez  M.  Bachelier,  libraire,  quai  de:»  Augustin». 
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cette  traduction  hâtera  la  publication  des  cahiers  sui- 
vants. Quand  traduira-t-on  le  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral d^tder?  c'est  une  mine  inépuisable  de  lumières, 
d'instructions  et  de  méditations  \  en  y  joignant  ce  qui  a 
été  fait  jusqu'aux  travaux  des  Hamilton ,  des  Jacobi ,  etc., 
on  acquerrait  des  droits  à  la  reconnaissance  de  tous  les 
géomètres. 

Les  Anglais  se  servent  du  signe  sin""'  x  pour  signifier 
arc  sin  =  x;  en  effet,  P^ (a:)  désignant  une  opération  à 
faire  sury(a:),  alors  ^^f{x)  désigne  la  même  opération 
à  faire  sur  ime  fonction  inconnue ,  et  telle,  que  le  résultat 
de  l'opération  soit  f{x)  :  ainsi ,  sinus  arc  x  désignant  une 
opération  sur  l'arc  j:,  sin^*  arc  x  signifie  évidemment 
arcsin=a:.  Mais  cette  notation  présente  un  inconvénient, 
c'est  que  l'exposant,  signe  d'opération ,  peut  être  confondu 
avec  le  sens  ordinaire^  alors  on  aurait  sin"''a:  =  cosécx, 


cos""*  X  =  séc  X. 


Théorèmes  et  problèmes  de  trigonométrie  rectiligne 
ET  SPHÉRIQUE,  recucillîs  par  M.  Léonce  Clarhe,  pro- 
fesseur de  mathématiques.  Première  partie  :  Trigono- 
métrie rectiligne;  in-8°,  1849;  ^4  pages. 

Nous  emprunterons  à  cet  ouvrage  quelques  formules , 
pour  les  ajouter  à  notre  Recueil  (t.  V,  p.  ^11) \  nous 
engageons  M.  Clarke,  dans  une  seconde  édition,  â  nous 
faire  quelques  emprunts,  bien  entendu,  sans  le  dire:  il 
ne  faut  pas  établir  de  mauvais  précédents  pour  d'autres. 

Un  recueil  systématique  des  intégrales  définies  connues 
serait  une  précieuse  acquisition  et  épargnerait  bien  des 
recherches  superflues.  Je  pourrais  fournir  quelques  maté- 
riaux pour  ce  travail. 
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ARITliMOLOGIli.— NOTE  SUR  UN  SYSTÈME  D'ÉQVATIONS 
INDÉTERMINÉES 

(Toir  t.  1,  p.  887); 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE. 


Le  système  en  question  est  celui-ci  : 

(2)  b'^b'''^b'''z=l, 

(3)  c'  4-c'2-+-c'"  =  i; 

(4)  '  Ac-h^»'f'-hrc"=:o, 

(5)  ea  -+-  c' a! -k-  c** a"  =  o, 

(6)  ab^a!V^a"h"=o: 

Ces  équations  en  donnent ,  comme  Ton  sait ,  beaucoup 
d'autres^,  dont  nous  allons  rappeler  brièvement  la  déduc- 
tion ,  ayant  de  faire  connaître  deux  nouvelles  équations 
dues  à  M.  Jacobi.  (Journal  de  M.  Crelle,  t.  XX,  p.  46.) 

Les  équations  (5)  et  (6)  donnent,  par  la  résolution^ 

relativement  à  -^  >   -tt» 
a'      a! 

b*c"—  ^'V       b"c  —  bc"       bc'  —b'c 


la  valeur  commune  est  qp  i . 

En  eflfet ,  si  l'on  élève  au  carré ,  et  que  Ton  ajoute  terme 
à  terme  les  fractions  résultantes  ,  en  vertu  de 

et  de 

{b'c"^  b"(i'Y-A'{b''c—bc"Y-^{b</^b'cy-\-{bc'^rb'(^^b"c"Y 
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on  aura  i  pour  la  valeur  du  carré  de  la  valeur  commune. 
On  posera  donc 

(7)  ±a  =ib'c^'^b"c\ 

(8)  ±a'  =  b"c^bc\ 

(9)  ±a"=*c'— *'c; 

d'où ,  en  multipliant  par  a ,  a',  a"  les  deux  membres  de 
ces  équations,  on  aura ,  en  sommant, 

±i=za {b'c"  —  b"c') -h a*{b"c—  bc")'\' a!' {bc' --  b'c). 

Si  dans  ces  quatre  équations  on  permute  circulairement 
a,  a\  a"]  i,  i',  i'';  c,  c',  c",  la  dernière  équation  ne 
changera  pas  •,  ainsi ,  les  équations  (7),  (8)  et  (9)  entraînent 
celles-ci  : 

(10)  ±b  z=:</a"—c''a\ 
(m)  ±:A'  =  c"û-.ca", 
(12)  ±b''=ra'-^f/a; 
(i3)  ±c  z=a'b"'-a''b\ 
(4)  ±c'  =  a"b-^ab\ 
(i5)  ±c"=a^'-fl'^; 

(16)  ±.iz=ia[b'c"'^b"</)-ha'[b"c—bc")^a"[bc'---b'c). 

Au  moyen  de  ces  équations  (7)  à  (i 5),  on  vérifie  tout  de 
suite  ces  trois  autres  : 

(17)  ûfl'-+- ô^' -hcr' =0, 

(18)  flfl"-+.v^r-hcc''=:0, 

(19)  ^iV4-6'r^-c'c'^=o; 

enfin ,  les  équations 

(20)  fl»  -4-  ^»'  4-  C  =  I , 

(21)  û''+A'»-hc'»=i, 

(22)  fl"'4-*"'4-^"'=i 
s'éublissent  ainsi  : 
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ou  encore 

ou  bien 

«*-*-  ^'-hc'  =  I. 

A  ces  équations  (7)  à  (22),  M.  Jacobi  a  joint  deux  équa- 
tions trè^remarquables , 

1".  fl»fl'»fl'"  +  *»6'*ô"»4-cV'<:"' 


^^  ^  ]    =a^b'c^-^  «'» b'' c'^  4.  a""  b"^ &'\ 

On  a 

fl»fl'»fl"»=  a'fl    [bb"-^cc'')  {bb'-\-C(/), 

ou  bien 

fl»a'»fl"'=  a'a"b'brb^-Jt-  a'a"c'c'\c^^  a!b'*c .  a''bc'-\-  a*bc\a"b'c. 

De  là ,  par  la  permutation  tournante , 

b-'b'^b"^—  b'b"ec\  r»-+.  *'^  Vfl''fl»+  b'd'a .  V'ca!  H-  ^»'cô".  ^ Va 
c' c'»c"»=r rV'a'fl"  *»  +  cV  *'A" a'-f- cVa  c"fl^"-h  c'fl^»"c.cV^. 

Mais 

fl'  fl'  fl''  (^'  è"-4-  1/  c"  )  =  —  a»  ^i''  fl"% 
6'  ô'  V  (c'  c"  +  fl'^i"  )  =  —  ô>  *'>  *"% 
c>  c'  c"  (a'  €i''-4-  ô'  é»")  =  —  c'  r'»  f"^ 

On  aura  donc ,  par  addition , 

r  =  2  (a»  «"  û"=  -h  ô'  A''  6"'  -h  c«  c"  c"  ) 

=r  fl'  é»"  c.  fl"  Ac'  +  a"  bc' .  aA'  c"  -t-  ab'c\  a'  b"  c 
-h  a!  bc\  a"  b'c-\-  a'*  b'  c.  ab" c'  -h  ab" c'.  a'  ^c". 

Un  calcul  tout  semblable  donne 

r  =  2 (a»  ^=  c^  -h  a"  A"  c''  4-  a^  b"^  c"'  )  ; 

delà  l'équation  (23). 

L'équation  suivante  est  plus  compliquée.  Si  Ton  fait 

p  =  ab'c"  -f-  a'b"c  -h  a"hc\  q  =  abV  -+-  a'bc''  -+■  a'^b'c , 

r  =  ab'b"  -h  a'b"b  -h  «"^A',  ^  =  acV  -h  « V'c  -h  a" ce' , 

r':::  ^cV  -h  b'c"c  +  ^'Vc',  /=  6aV4-  *'«"«+  b"aa', 

ff*=:  ca'a"  +  c'fl"«  -h  c"aa' ,  s"=  cb'b"  -f-  c^a'^b  +  c"6*'  ; 
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on  aura  réquation  (24)  suivante , 

(p  —  qY  =  i5  (fl'a"«"»  -f-  b'b''b"'  -+•  cV»ç"»} 

ou  bien,  en  vertu  de  Téquation  (23), 

(24)  (/?  —  çY  -|_  a'  b^c^  -h  «'' ô'V^  -^  a''»  i"»  c"» 

Pour  vérifier  l'équation  (24),  on  remarquera  que  l'on  a 

d'où 

(r  —  sy  =  9«»fl'»/i"  —  4  rj. 
De  même 

(r'  —s'Y  =  9b'b''b"^/i/s', 

De  sorte  qu'en  divisant  par  4 ,  l'équation  (24)  donne 

rs  -h  /^/-»-  /V  =  6  (ûr'fl"/i"  -t-  ^»  ^'^^  6"'  H-  cVV')  =  3r  -h/?y. 

Or  on  trouve 

rs  =  T-h  a^b'b"</c"  -h  a''b"bc"c  +  «"»  A^cc', 
//  =  r  +  AVc"flV'  -h  b'^c"ca"a  h-  ^"^cc'flû', 

d'où,  par  Taddition, 

f^ir  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXX,  p.  46. 
N.  B.  L'équation  (16)  donne 

P'-g  =  ±i. 

Rien  de  plus  facile  que  de  trouver  les  solutions  réelles 
du  système  (i)  à  (6),  à  trois  indéterminées. 
D'abord ,  les  équations 

Ann.deMaihémat.,  t.  IX.  (Février  i85o.)  4 
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donnent,  en  posant 

«"  =  C0S7, 
puisque  a''*  <^  i  » 

a  =sin7sin7,     «' =  sin7  cosç,     «''  =  0087, 
6"  =  sin  7  sin  >p,      c"  =  sin  7  ces  >[*  ; 

les  équations  (2)  à  (6)  deviennent 

i^»-4-  fc'*=  I  —  8in*7  sin^+,     c'-f-c"=  i  —  sm*7  cos^iji, 
bsisKf  -^  b^  ces  «p  =  —  ces  7  sin^j/, 
c sin ^  4-  «ï'  cosy  =  —  COS7  cos>|/, 
6c  -h  6V  =  —  sin' 7  sinrp  cos>|'. 
On  tire  de  là 

(b^  +  b'^  )  (sin»  <p  -4-  cos'<ï>)  —  (6  sin  ff-^b'  ces  (j^)» 
=r  I  —  sin»  7  sin»  >[;  —  ces»  7  sin»  4»  ; 
ou  bien 

(b  cosf  —  b'  sin  y)'  =  cos'Tp, 
ou  encore 

b  cosç  —  6'  sin  7  =  /  ces >p  ;      (1  =  dz  i). 
D'ailleurs 

6  sin ^  H-  6'  coS(j>  =r  —  C0S7  sin^, 

de  là 

b  =  —  C0S7  sin®  sin^  -h  /  cos<p  cos>|/, 
b'=  —  COS7  cos(j>  sinnp  —  /  sin  «p  cos^I/. 

On  a  aussi 

r  cos<p  —  c' sin(p=: /' sin>J;,      (/'=r±i), 
r  sin  y  -f-  c'  ces  ^  r=  —  COS7  ^^^  ^  ; 
de  là 

c  =  —  COS7  sin  «p  cos  ^|^  -h  ï  '  CCS  y  sin  ^I>, 
r'  =  —  COS7  cos^  cost|/  —  /'  sin ^  sin>(». 

Ces  valeurs  réduisent  Téquation 

bc  -\~  b'c'  =r  —  sin»  7  sin\|;  cosij; 
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a 


donc 


U'z=z 


Ainsi  I  et  t'  sont  de  signes  contraires.   On  a  donc  la 
solution  générale  {*). 


SOLUTION  DE  LA  OUKSTION  ISS 

(  voir  I.  V,  p.  67S  }  ; 

Par  m.  Gustave  MARQFOT, 

Élève  en  mathématiques  supérieures. 


Problème.  Tromper  la  relation  qui  doit  exister  entre 
le  côté  et  la  base  d'un  triangle  isocèle ,  pour  que  la 
bissectrice  de  l'angle  à  la  base  ait  un  rapport  donné 
a^ec  le  côté  du  triangle.  (  VifexE.) 

Solution,  Soit  ABC  un  triangle  isocèle  dans  lequel  AB, 
AC  sont  les  côtés  égaux ,  BK  étant  la  bissectrice  ^ 

Pour  obtenir  cette  relation,  il  faut,  dans  BK  :  AB  llmln^ 
exprimer  BK  en  fonction  de  a  et  de  b.  Or 

C  C 

BK  :  BC  ::  sin  c  :  3sîn 4*»n^  -• 

C    ,         C 

:  :  2  ces  -  :  4  co*  —  m 

2     ^  2 

(  *  )  On  trouve  des  relations  du  genre  de  celles  qui  ont  été  indiquées 
par  M.  Lebesgue ,  dans  un  Mémoire  de  M.  Catalan  sur  la  transformation 
des  variables  dans  les  intégralfs  multiples,  inséré  parmi  ceux  de  TAcadémie 
de  Bruxelles. 

4- 
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doiu 


,         C 

'>.  h .  cos  - 

BK=  ç^', 

4  cos' I 

^  2 


C 
cos- 

2  2 


1       lh'\-ia 


donc 


BK=  — 


Ih  +  2tf 


l't  la  relation  cherchée  sera 


nbyJ^-^^-=n,{b^a). 


I  ^.  SupjK)sons  m  =  w  ;  alors  i  i/ =  ft  -|-  «,  oUy 

en  développant,  ft*  -h  ai*  —  2  a'i  —  a'  ==  o.  Divisant 
par  a*,  et  observant  que  -  =  2  cos  C ,  les  valeurs  de  cos  C 
seront  données  par  Téquation 

8x-*H-4-îp'  —  4"^  —  *  ^^  ^* 
Or  la  ûgure  indique  que ,  pour  m  =  w ,  c'est-à-dire  lors- 
que BK  =  a ,  Fangle  C  =  -^' 

Voyons  si  le  réstdtat  fourni  par  la  trigonométrie  s'ac 
corde  avec  le  calcul  précédent. 
Ou  a  Téquation 

64  J:"  —  I  1 2  X*  -h  56x'  —  7  JT  —  I  =  o , 

dans  laquelle 

2  ÎT 

X  =  cos  —       (  voir  t.  V,  p.  35o)  j 
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et  celte  équation  a  jiour  racines  les  cosinus  des  angles 


Or 


27r         4^         ^^         ^^  ^^"^  '^^  '4^ 

y   y-    y     ^  '     ^  '   ~'   y 


l47r 
COS  — î—  =  I  ; 


7 

donc  elle  admet  la  racine  +  i,  et  si  nous  divisons  son 
premier  membre  par  x  —  i,  le  quotient  sera 

(i)       64x«  +  64^  —  48  JT*  —  48ar»  -h  Sjc'  -*-  Sx  -h  1 . 

Ce  quotient  égalé  à  zéro  admettra  les  six  autres  racines  :  mais 


6ir 
COS  

7 

8n 

=  COS 9 

7 

4,r 
COS  -!— 
7 

IOtt 
=   COS 9 

7 

27r 
COS  

7 

127r 
=  COS  —       : 

7 

donc  le  quotient  (i)  est  un  carré ,  et  si  nous  extrayons  sa 
racine,  nous  trouvons 

Sx^  -h  i^-  —  ^x  —  I  =  o, 

qui  est  précisément  Téquation  fournie  par  le  premier 
calcul.  On  voit  donc ,  qu'à  l'exception  de  la  racine  +  i , 
ces  deux  équations  admettent  les  mêmes  racines. 

2^.   —  =  -  •  La  relation  devient  a* —  i* — ab  =  o  :  d'où 
n       a  ' 

l'on  tire  Téquation 

4ar'  -f-  2JC  — -  I  =  o, 

qui  doit  donner  les  valeurs  de  cosC  En  la  résolvant,  on 
trouve 
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Or 

-t{ — I  H-  V^)=:  COS72°,       yi—t  —  ^)  =  COS2.72. 

De  ces  d^ux  valeurs ,  la  première  seule  convient ,  puisque 
a.72>9o^ 

Donc  C=72°.  On  le  vérifie  immédiatement  sur  la 
figure. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qui  est  fourni  par  la 

2  fr 

trigonométrie.  En  effet ,  l'équation  qui  donne  cos  —  est 
lôx*  —  2o«?*  4-  Sx  —  I  =:  o. 

Ses  racines  sont  les  cosinus  des  angles 

27r       ^iz       6rr        8n        iott 

T"'      S'    T'     "5"'     "5"'       . 

donc  elle  admet  la  racine  + 1 . 

Le  quotient  de  son  premier  membre  par  x  —  i  est 

(2)  i6j:«—  i6jr»— 36j:'— 36a:-+-i; 

mais 


Stt 

cos-=- 
6 


/               2ir\  27r 

=  cos  l  2  ir ^  1  =  cos  -p-  î 

^  =  co,(^2^--g-j=cos^: 


donc  le  quotient  (2)  est  un  carré,  et  si  nous  extrayons  la 
racine ,  nous  obtenons  Téquation 

^x^ -\-  7.x  —  1=0, 
qui  est  celle  qui  a  été  fournie  par  le  calcul  précédent. 

3".  Si  a  =  A ,     -  =  ÎL^  =  sin6o^ 

^        n  2 
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Note.  Le  même  élève  nous  a  adressé  de  très-bonnes 
solutions,  parvenues  trop  tard,  de  la  question  élémentaire 
du  grand  concours,  et  delà  question  ai4'°'* 


THBORÉMB 
SUR  LA  DIVISION  DE  L  AIRE  D  UN  QUADRILATfiRK  PLAN 

(TOlrt.  Vni,  p.  SU); 

Plit  MM.  G.  FOUCAULT,  élève  en  spéciales  au  lycée  de  Nantes;  PEAU- 
CELLIER,  élève  du  lycée  Loui»-le- Grand  (classe  de  M.  Lionne!) ; 
UN  ANONYME,  de  Strasbourg. 


Théorème.  Si  dans  un  quadrilatère  quelconque  ABCI) 
on  mène  par  les  milieux  \et¥^  de  chacune  des  diago- 
nales une  parallèle  à  Vautre  y  et  quon  joigne  leur 
point  de  concours  N  aux  milieux  E,  F,  G,  H ,  des  côtés 
du  quadrilatère,  il  sera  pattagé  en  quatre  quadrilatères 
équivalents .  (  Brli  n  e  .  ) 


'\e^ 

% 

/ 

F 

V     --.1 

/ 

\    / 

/ 

/./ 

/ 

"^y 
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Démonstration.  Je  joins  FG  ;  celte  droite  est  parallèle 
à  BD  et  à  IN.  Le  quadrilatère  CFIG  est  évidemment  le 
quart  du  quadrilatère  total ,  car  il  est  la  moitié  du  qua- 
drilatère rentrant  CBID,  moitié  du  quadrilatère  total  : 
mais  le  quadrilatère  NFCG  est  équivalent  au  quadrila- 
tère CFIG  5  donc 

NFCG  =  7  ABCD. 
4 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  chacun  des 
quadrilatères  >FBE,  NEAH ,  NHIX;  est  le  quart  du 
proposé. 


SOLUTION  DE  LA  OVESTION  21 S 

(roir  t.  VIII,  p.  39;}; 
Par    m.    J.    MURENT    (uR    CLERMOlfT-FEERAKD}. 


Par  tout  point  A  d'une  conique  passent  quatre  cercles 
osculateurs ,  ayant  leurs  points  de  contact  en  A ,  B,  C ,  D  ; 
le  centre  de  la  conique  est  le  centre  de  moyenne  distance 
des  trois  points  B ,  C,  D.  (  Joachimsthal.) 

M.  Terquem  a  déjà  démontré  [voir  tome  VII ,  page  22) 
qu'il  y  a ,  en  efîet,  quatre  cercles,  et,  en  outre,  que  les 
quatre  points  d'osculation  A ,  B,  C ,  D  sont  sur  une  même 
circonférence.  La  démonstration  est  fondée  sur  une  pro- 
priété que  l'on  trouve  dans  l'article  de  M.  Gérono  sur  les 
normales  (voir  tome  II,  page  75). 

Pour  prouver  la  dernière  partie  de  l'énoncé ,  prenons, 
à  l'endroit  cité  du  tome  Vil,  l'équation  de  la  conique 
rapportée  à  deux  axes  coordonnés  menés  par  le  point  A, 
parallèlement  aux  axes  principaux,  savoir: 
(i)  AV--+-  Cx--f-Dr-}-Exr=  o, 
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et  les  équations  simultanées 

2  A  j'»  —  2  (V  -h  D/  —  Ex'  r=  o , 


(2) 

qui  déterminent  les  coordonnées  des  points  d'osculation. 

En  éliminant  j^' du  système  (2),  Téquation  finale  en  j:' 
sera  du  quatrième  degré ,  et  aura  pour  racines  les  abscisses 
des  quatre  points  d'osculation  A ,  B,  C,  D. 

Or,  sans  effectuer  Télimination ,  on  peut  calculer  les 
coefficients  du  deuxième  et  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion finale;  le  rapport,  changé  de  signe,  de  ces  deux 

coefficients,  sera  égal  à  la  somme,  ^  jc',  des  racines. 

D^ ailleurs ,  à  cause  de  la  racine  nulle  qui  se  rapporte  au 

point  A ,  ^^  x'  sera  seulement  la  somme  des   abscisses 

des  trois  points  B,  C,  D. 

Il  suffit,  en  elTet,  d'appliquer  au  système  (2)  la  for- 
mule générale  donnée  par  M.  Alerlieux  (  voir  tome  II , 
page  35).  En  y  faisant  les  substitutions  et  les  réductions 
convenables  •  on  trouve 


2--?l=3(-fc)- 


Si  l'on  suppose  qu'on  élimine,  à  son  tour,  x\  il  faudra, 
dans  la  formule,  remplacer  les  coefficients  de  a:"  cl  x' 
pris  dans  les  équations  (2)  par  ceux  de  ^*,  /',  et  vice 
versé  :  on  aura  ainsi 


2^-(-^.)' 


y^  j^'étant  la  somme  des  ordonnées  des  troî  s  points  B ,  C ,  D. 

D'autre  part,  si  Ton  désigne  par  X  et  Y  les  coordonnées 
du  centre  de  la  conique,  on  déduit  très-simplement  de 
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Téqualion  (i), 

E  D 

2C  2A 

et  la  comparaison  de  ces  valeurs  avec  les  deux  égalités 
précédentes  donne 

relations  qui  prouvent  bien  que  le  centre  de  la  conique 
est  le  centre  de  moyenne  distance  des  trois  points  B,  C ,  D. 
Note.  Le  centre  de  la  conique  est  donc  Iç  centre  de 
gravité  de  Faire  du  triangle  BCD  ;  donc  ce  triangle  est  la 
projection  d'un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle 
dont  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale.  Ainsi ,  le 
triangle  BCD,  lorsquHl  existe ,  a  une  aire  constante  ;  mais 
il  est  possible  que  deux  de  ces  points  deviennent  imagi- 
naires :  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'équation  du  troisième 
degré,  résultant  de  l'élimination,  a  deux  racines  imagi- 
naires. Considérons  les  quatre  cercles  osculateurs  qui 
passent  par  B^  désignons-les  par  B,  A,  M,  N.  Les  quatre 
points  relatifs  à  C ,  s'ils  existent ,  seront  C  ,  A ,  M  ^  N , 
car  le  point  commun  A  est  le  sommet  du  triangle  équi- 
latéral elliptique  inscrit,  et  il  n'en  existe  quW  seul; 
mais  les  points  B ,  C ,  A ,  M ,  N  devraient  être  sur  la 
même  circonférence,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  si  le 
premier  triangle  AMN  est  réel,  le  second  est  imaginaire, 
et  de  même  par  rapport  au  point  D. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  211 

(  voir  t.  VIII,  p.  89tJ; 

Par  m.  PLOIX  (Edmond). 

On  prolonge  le  rayon  de  courbure  d'une  conique,  à 
Textérieur,  dWe  longueur  égale  à  ce  rayon  ^  le  cercle 
décrit  sur  le  prolongement  comme  diamètre  coupe  ortho- 
gonalement  le  lieu  géométrique  du  sommet  de  Tangle 
droit  circonscrit  à  la  même  conique.  (Steiner.) 

Prenons  une  ellipse  dont  le  centre  est  en  G  ;  décrivons 
le  cercle  du  rayon  s/a^  +  b^^  lieu  géométrique  du  sommet 
de  Tangle  droit  circonscrit  à  Tellipse. 

Soit  une  tangente  quelconque  AT  \  et  AM  le  prolon- 
gement du  rayon  de  courbure.  Supposons  décrit  un  cercle 
tangent  en  A  à  la  droite  AT,  et  coupant  ortbogonalement 
la  seconde  circonférence  du  rayon  ^a'  H-  A*.  Soit  G  le 
point  de  rencontre  des  deux  cercles  ;  on  sait  que  GC  est 
tangent  à  la  première  circonférence ,  dont  le  centre  est 
enO. 

Il  suffit  de  prouver  que  OA  est  égal  au  demi-rayon  de 
courbure  du  point  A ,  ou  à 

a'' 

.,   .    ,;      ft'  =  CA;       e  =  tangCAT. 
2  ^'  sm  G  '  ^ 

Or,  soit  prolongé  CA  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  de  nou- 
veau le  cercle  en  B.  On  a 

CB.CA  =  CG'  =  «'-f-6'; 
donc 
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D  étant  le  milieu 

de 

AB, 

on  a 

DA  = 

7. 

= 

BC- 

-b'       a^ 

4-^'- 

//=» 

2 

~ 

^b' 

■ — 

Or 

OA 

DA 
'  ~  CCS  OAD  " 

DA 

""  sin  0  ' 

on  a 

donc! 

OA 

a'^ 

~~  2  b'  sin  0 

1b' 


Ce  qu'il  fallait  trouver. 

La  même  démonstration  a  lieu  pour  Thyperbole.  Le 
cas  particulier  pour  la  parabole  est  dû  à  M.  Poncelet,  et 
a  précédé  l'énoncé  général  de  M.  Steiner  ;  il  a  été  démontré 
par  M.  Gérono  (tome  II,  page  i85). 


SECONDE  SOLUTION  Dl  PROBLÈME  35 

(▼olr  t.  II,  p.  96); 

Par   m.    DEWULF  (Ed.), 

Élève  au  lycée  de  Saint-Oraer. 


\ .  Lemme,  Lorsque  deux  tétraèdres  ont  un  angle  so- 
lide égal  chacun  à  chacun ,  par  superposition  ou  par  sy- 
métrie, les  volumes  sont  proportionnels  aux  produits  des 
arêtes  qui  comprennent  les  angles  égaux. 

2.  Théorème.  —  5/  l'on  coupe  un  octaèdre  régulier 
par  un  plan  gui  j  produise  la  section  abcd,  on  aura 

Sa       Se       s  b       Sa 

Démonstration,  Menons  les  diagonales  ac,  bd.  Les 
tétraèdres  Sacd^  Sach  ont  un  angle  solide  égal  en  S  ;  de 
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même  les  lélraèdres  Sbda^  Sbdc  :  donc,  en   vertu  du 

iemme,  on  a 

SacdlSacb  ::  Sfl.Sc.Sf/:  Sfl.Sr.Si»  ::  Sei  :  Sby 
Sbila.Sbdc::  Sb.Sd.SalSb.Sd.Sc  ::  S#f  :  Se. 

d'où 

Sabcd'.Sncb  ::Sb  -hSd  :Sb, 

Sabcd:  Sbdc  ::  Sa -f- Se  :  Se. 

Mais 

Sbca       Sa   ,.  , 

^^^=-    (Iemme); 

donc 

.Sâf  _  Sb-i-Sd    S^ 
'  Sd  "  Sa-hSv  '  Se' 

Cette  proportion  donne 

'    Sfl.Sc{Sft  +  SÉ^)  =  S^.Srf(Sû  +  Se); 
divisant  chaque  membre  par  Sa,Sb,Sc.Sd^  on  obtient 

Note.  Ce  moyen  de  démonstration  s'applique  à  une 
pyramide  quadraiigulaire  ayant  pour  base  un  rectangle 
dont  le  centre  est  le  pied  de  la  hauteur. 

Corollaire  I.  Soit  une  pyramide  ayant  pour  base  un 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés,  et  dont  le 
centre  est  le  pied  de  la  hauteur;  si  l'on  coupe  la  pyra- 
mide par  un  plan  rencontrant  deux  arêtes  diamétrale- 
ment opposées,  en  deux  points  A  et  A',  S  étant  le  sommet , 

la  somme h  ;r— /  est  constante. 

SA        SA' 

Corollaire  II.  Si  l'on  coupe  un  cône  circulaire  droit 
par  un  plan ,  A  et  A'  étant  les  points  d'intersection  du 
plan  avec  deux  arêtes  diamétralement  opposées  ,  et  S  le 

sommet,  la  somme  ^—  -t-  ^77  est  constante. 
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Soient  B  et  B'  les  projections  orthogonales  de  A  et  A'  sur 
le  plan  passant  par  S  perpendiculairement  à  l'axe;  on 

aura  évidemment  ^^  ■+-  5^,  constant  :  donc  S  est  le  foyer 
SB        SB 

de  la  projection  de  la  section  faite  dans  le  cône  sur  le 

plan  passant  par  le  sommet ,  et  parallèle  à  la  base  (voir 

tome  Vin,  page  44^)* 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  212 

(Toirt.  'VIII,  p.  SM); 

Pa&  m.  ESTIENNK  (A.)  j 
Élève  du  lycée  de  Versailles. 


Théorème.  Soit  DEF  un  triangle  équilatéral  circon^ 
scrit  au  triangle  donné  ABC-,  A,  B,  C  sont  respective-' 
nient  sur  DF,  DE ,  EF.  Appelons  (f  ety  les  angles  CBE, 
BC A ,  on  aura 

DE  =  DF  =  EF  = ^ -/, 

sini^ 

oà 

Si  l'on  élèi^e  en  A ,  B,  C  des  perpendiculaires  aux  côtes 
du  premier  triangle  équilatéral,  on  formera  un  second 
triangle  équilatéral^  la  somme  des  aires  des  deux 
triangles  équilatéraux  est 

tf»  -+-  ^*—  2ûAcos  (  «7r+7  J 
^^ ^ .  (  Fassrrndeb  .  ) 


.    I 

2  SID  -^  TT 
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Démonstration,  On  a  :  i*^. 

BCE=|7t-ç;     BCF  =  ^7r-f.ç;     ACF  =  ^ir  H- y- 7; 

Asin(^7r4-7  — f  ) 

I  usmcp    ^„  \3         '      ^7 

FAC=^ir4-7— ?;  CE  = |~^5CF= ^^ j ^ 

3  3 

donc  EF  a  la  valeur  donnée  ci-dessus ,  et  Taire  du  triangle 

équilatéral  est  donc — : — 1  asinf+Âsin  (  âîr-hy — <p  J     . 

2^.  Supposons  que  la  perpendiculaire  élevée  en  G  au 
côté  EF  soit  rencontrée  en  M  par  la  perpendiculaire  éle- 
vée en  B,  et  en  N  par  la  perpendiculaire  élevée  en  A  ;  de 
sorte  que  MN  sera  le  côté  du  second  triangle  équilatéral. 
Les  triangles  GBM,  GAN  donnent 

^cosf-^ir +7  —  çj 


a  cosç 

donc 


an^'i^:::^',  cn= 

.1  .1 

sin  X  TT  sin  -^  ir 


fl  ces  (p  —  6  CCS  (  ^  ir  -H  7  —  ç  ) 

MN  = ^- L  : 

sin^^ 

Taire  du  second  triangle  équilatéral  est  donc 

«cos<p  —  6co8  (^îr-f-7  —  «fl     • 

Ajoutant  les  deux  aires,  on  trouve  l'expression  consignée 
ci-dessus. 

Lorsque  les   trois   perpendiculaires  se   rencontrent  ^ 
on  a 

tfcosy  =  ^cos  [-=v  4-7  —  «p|  ; 
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alors  Taire  du  second  triangle  équilatérai  est  nulle ,  et 
comme  la  somme  des  aires  des  deux  triangles  est  indé- 
pendante de  f ,  il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas ,  Taire  du  pre- 
mier triangle  est  un  maximum  ;  et  comme  les  perpendi- 
culaires font  entre  elles  des  angles  de  i^o  degrés,  la 
somme  des  distances  du  point  de  rencontre  aux  sonunets 
du  second  triangle  équilatérai  est  un  minimum,  d'après 
une  proposition  connue. 


NOTE  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE 

d'ap&ks  m.  JOACHIMSTHAL. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXVI,  p.  1795  1847.) 


1.  Lemme.  Dans  une  surface  du  second  degré,  pour 
que  deux  normales  se  rencontrent,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  la  polaire  de  la  droite  qui  joint  les  points 
d*où  partent  les  normales  soit  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

2.  Lemme,  Deux  droites  polaires  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  surface, 

3.  Lemme.  Lorsqu'une  droite  est  tangente  à  une  sur- 
face du  second  degré,  la  polaire  est  aussi  tangente  à  cette 
surface. 

4.  Théorème.  Si,  par  le  point  d'une  surface  du 
second  degré,  on  mène  deux  tangentes  parallèles  aux 
axes  principaux  de  la  section  diamétrale  parallèle  au 
plan  tangent,  ces  deux  tangentes  sont  tangentes  aux 
lignes  de  courbure. 

Démonstration.  En  allant  dans  la  direction  d'une  de 
ces  tangentes,  la  normale  infiniment  voisine  rencontre 
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celle  du  point  de  contact;  c'est  une  conséquence  des 
lemmes  précédents. 

Il  ne  passe  donc  en  chaque  point  que  deux  lignes  de 
courbure  et  de  direction  perpendiculaire. 

Observation.  Le  théorème  subsiste  pour  une  surface 
quelconque;  il  faut  avoir  recours  à  rellipsoïde  osculateur. 


AIRE  DU  POLYGONE  EN  FONCTION  DES  COORDONNÉES  DES 
SOUMETS. 


Polygone.  Soient  Xi,  y^  -,  x, ,  j,  ;  x, ,  j,  ; . . . ,  x„ ,  y,, 
les  coordonnées  des  sommets  consécutifs  d'un  polygone 
convexe  de  n  côtés,  et  y  Tangle  des  axes-,  P  étant  Taire 
cherchée,  on  a 

aP  =  sin7  I  ). 

\  -f- x„_,  j„  —  j„_,  J\  / 

On  parvient  immédiatement  à  cette  formule,  en  décom- 
posant le  polygone  en  trapèzes  formés  par  les  côtés ,  les 
ordonnées  et  les  portions  de  l'axe  des  abscisses ,  comprises 
entre  les  ordonnées.  Pour  éviter  l'embarras  des  signes, 
on  choisit  les  axes  de  manière  à  ce  que  toutes  les  coor- 
données soient  positives. 

Observation.  Cette  évaluation  était  connue  de  Warîng, 
qui  donne  ainsi  Taire  d^un  polygone  inscrit  dans  une  para- 
bole (voir  t.  IV,  p.  i83,  au  bas);  cette  formule  ne  paraît 
pas  avoir  été  remarquée.  De  StainvîUeTa  donnée  sous  cette 
forme  symétrique ,  à  la  notation  près ,  dans  un  ouvrage 
devenu  très-rare  :  Recueil  de  Problèmes  résolus  par 
des  considérations  purement  géométriques ^  et  il  Ta  re- 
produite dans  ses  Mélanges  d'Analyse,  p.  668;  i8i5. 

Ann.  de  Maihémat.,  i.  IX.  (Février  ï85o.)  -^ 
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NOTE  SUR  UNE  SÉRIE 

(TOir  t.  VIII,  p.  Ml); 

Pae  m.  TREMOIL  (dbVillefeanche). 


La  somme  de  la  suite 

S  =  a  -h2a'  4-  3a* -h..  .•+■  na" 

a  été  déjà  donnée  dans  ce  Recueil. 

On  peut  encore  la  présenter  très-simplement  de  la 
manière  suivante  : 

On  a 

û»»+»  —  a 

a  +  «^  -f-  a»  + .  .  .  ••+-  fl»-'  -H  fl«  = , 

a  —  I 

«'  +  a'4-.  .  .  +  fl»-' -h  ««  =r -L, 


a"-'  -h  rt" 


a  —  I 

■ ? 

fl I 


En  ajoutant 

^  _  Tgfl"-^'  ^  fg  H-  g'  H- . .  ■  H-  g"  )  _  fl"-^'  [/i  (a  —  I )  -,  i]  4, 
«  —  I  («  —  ïj' 

C.  Q.  F.  D. 
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VÈGIB  POUR  LA  RÉSOLimON  EN  NOMBRES  ENTIERS  BS 
L'IdliilTION  ax-i-br  =  <^ 

(voir  l.  IIJ,  p.  «7,  «t  t.  IV,  p.  IM)  ; 

Pae  m.  dieu. 

Docteur  es  sciences  mathématiques  et  agrégé  de  rUniversité  (Dijon). 


Soient  achète  trois  nombres  entiers  premiers  entre 
eux,  fl<]i,  et  /*,,  r,,  /'s,  .  . , ,  r„_i,  r„  les  restes  successifs 
formés  par  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  b  et  de  a. 

On  démontre  que  la  solubilité  en  nombres  entiers  de 
l'équation 
(i)  «x  H-  é>j  =:±C 

dépend  de  celle  des  équations 


de  sorte  quHl  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  dernière 
des  équations  (2)  soit  soluble  en  nombres  entiers,  pour 
que  celles  qui  la  précèdent  le  soient  aussi. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  solubilité  de  la 
dernière  équation  (2)  étant  évidemment  que 

r„=  I, 

celle  de  Téquation  (1)  est  que  aeib  soient  premiers  entre 

5. 
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eux ,  et  Ton  étend  cette  conclusion  aux  cas  où  les  coef- 
(icients  de  x  et  de  7  auraient  des  signes  quelconques ,  par 
un  raisonnement  fort  simple ,  quMI  est  inutile  de  rappeler 
ici. 

r„étantégal  à  i ,  si  l'on  représente  par  ^1 ,  i/t , . . .,  çr„,  ç„^^ 
les  quotients  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a  et  de  ft,  les  équations  (1)  et  (2)  peuvent  être 
remplacées  par  les  n  -f-  i  équations 


(3) 


/,-2  =  —  7«'i-'  +^0 


et  si  l'on  élimine  entre  elles  les  n  —  i  indéterminées, 
/i ,  fj , . . . ,  t„_| ,  on  aura  deux  équations  entre  x ,  j^  et  f„. 
Cette  élimination  s'exécute  par  des  substitutions  suc- 
cessives, et  il  résulte  de  la  forme  des  équations  (3),  qu'elle 
doit  conduire  à 

j  =  B.:itr)-hB'^„, 
et 

i-=:  A  (±:r)-hA'r„; 

A'  et  B'  étant  des  fonctions  de  tous  les  quotients  ^1 ,  ^, , . . . ., 
<7nî  <7n+i ,  et  A  et  B  des  fonctions  des  n  premiers  quotients 
seulement. 

Or,  avec  un  peu  d'attention ,  on  reconnaît  que  les  coef- 
ficients A  et  B  s'obtiendront  par  la  règle  suivante  : 

Ècris^ez  sur  une  ligne  i ,  et  dans  un  ordre  im^erse  à 
celui  dans  lequel  on   les  obtient  ^   les  quotients  de  la 
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rechcrclie  du  plus  grand  commun  div^iscur  de  a  et  de  h^ 
en  exceptant  le  dernier  de  ces  quotients. 

Répétez,  sur  une  ligne  parallèle  à  celle-là ,  les  deux 
premiers  nombres  i  et  q„  ,•  multipliez  le  deuxième  nom- 
bre q^  par  le  troisième  nombre  q„^i  de  la  première  ligne, 
et  ajoutez  au  produit  le  premier  nombre  i  de  la  seconde 
ligne f  puis,  continuez  de  la  même  manière,  jusqu'à  ce 
que  vous  ayez  autant  de  nombres  sur  la  seconde  ligne 
que  sur  la  première;  de  sorte  que  si  N,„  et  N,^i  sont  le 
m'^""  et  le  (m -h  i)"""  nombres  de  la  seconde  ligne,  le 
suiva7it  sera 

N„^,  X  qn-m  -4-  N«. 

Le  dernier  nombre  calculé  pris  avec  le  signe  +-  ou  avec 
le  signe  — ,  suivant  qu^il  occupera  un  rang  impair  ou  un 
rang  pair,  sera  le  coefficient  A;  et  Tavant-dernicr,  pris 
avec  un  signe  contraire,  sera  le  coefficient  B. 

Quant  aux  nombres  précédents ,  pris  de  même  avec  le 
signe  -h  ou  avec  1«  signe  — ,  suivant  leur  rang  respectif, 
ce  sont  les  coefficients  de  ±:  c  dans  les  expressions  de 
^1 ,  f t ,  . .  . ,  f„_j  en  fonctions  de  f„  -,  mais  on  n'en  a  pas 
besoin. 

Cela  s'applique ,  avec  une  légère  modification ,  au  calcul 
de  A'  et  de  B',  et  l'on  pourrait  prouver,  par  cette  voie ,  que 
A!z=z±b     et     B'  =  ipû. 

Dans  le  cas  où  Téquation  à  résoudre  serait  de  la  forme 

ax  —  ^>/  =  zt  r , 

il  suffirait  de  changer  le  signe  de  la  valeur  obtenue  pour  b 
par  Fapplication  de  la  règle  précédente. 

Enfin,  si  a  était  supérieur  à  b  au  lieu  d'rlre  moindre  , 
on  appliquerait  le  dernier  nombre  à  l'inconnue  ^,  vh 
l'avant-dernier  à  Tinconnue  x.  Exemple  : 

785 -r  —  432  J  =  739. 
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Les  quotients  fournis  par  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  sont 

I,    I,  4,  2,  7^  2     et     2. 
Il  faut  donc  écrire 

I»    2,    If    2,    4,     I,    l; 

d'où  Ton  tire,  par  la  règle  ci-dessus, 

I,  2,   i5,  32,   143,    175,  3i8. 

Le  dernier  nombre  étant  de  rang  impair,  il  faudrait  le 
prendre  avec  le  signe  -h  si  le  coefficient  de  y  était  positif  5; 
mais ,  comme  ce  coefficient  est  négatif,  on  doit  changer  le 
signe  :  on  aura  donc  la  solution  particulière 

^  =  —175.739,     ^  =  —  318.739; 
d'où 

jc  =  —  235oo2-f-432r,     7  =—  129325  -+-785/^ 
que  Ton  réduit  à 

*  =  —  i57  4-432^,     j  r=  — 287  -f-  785r, 
en  remplaçant  tjpar  299 -ht  (*). 


MÉTHODE  ÉLKNENTAIRE  POUR  RÉSOUDRE  QUELQUES  QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMUMS 

(voir  t.  n,  p.  W,  «t  t.  III,  p.  l«l  )  i 

Par  m.   h.  GRILLET, 

Professeur  de  mathématiques  supérieures  au  ]ycée  de  Brest. 


Lorsque  plusieurs  facteurs  variables  ont  une  somme 
constante,  et  qu'ils  ne  sont  d'ailleurs  assujettis  à  remplir 

(*)  Nous  engageons  le  lecteur  à  chercher  ces  formules  par  une  autre 
voie  I  et  à  comparer. 
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aucune  autre  condition,  on  démontre  facilement  que  le 
produit  de  ces  facteurs  est  maximum  quand  tous  sont 
^aux. 

En  établissant  de  nouvelles  relations  entre  ces  facteurs , 
on  ne  saurait  écarter  les  limites  entre  lesquelles  peut  va- 
rier leur  produit  ;  si  donc  ils  peuvent  encore  devenir 
égaux,  leur  produit  est  alors  un  maximum. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  déterminer  les 
maximums  d'une  expression  de  la  forme 
(i)  (a  -+.  x)"  (b  -h  xy. . .  (a'  —  x)*'  (ft'  —  x)^. .  , , 

OÙ  a,  &,...,  a',  &',...,  désignent  des  quantités  positives, 
m,  n^...^m\  n',...,  des  nombres  entiers  et  positifs. 
En  effet,  considérons  l'expression 

,  ,        /a-hxX"  Ib-^xy       la'^xX'^  (b'-^xY 

(^)    [-ir)  (-T-)-(-ir-)  \rr-)- 

dans  laquelle  A ,  B,...,  A',  B',.*»  représentent  des  con- 
stantes arbitraires. 

Si  nous  pouvons  trouver  des  valeurs  de  A ,  B , . . . , 
A',  B',...,  qui  rendent  constante  et  positive  la  somme  des 
(m  -I-  w  -h  . . .  4-  w'  H-  /i' . . .)  facteurs  du  premier  degré , 
dont  Texpression  [i)  est  le  produit,  et  qui  permettent 
d'égaler  ces  facteurs  les  uns  aux  autres ,  ces  valeurs  de 
A,  B,...,  A',  B',.-.î  donneront,  pour  l'expression (2), une 
fonction  de  x,  qui  atteindra  son  maximum  lorsque  ses 
[m  +  n-h  •  '  '-\-m!  -^n' .. ,)  facteurs  seront  tous  égaux. 

Pour  que  la  somme  des  facteurs  de  l'expression  ("i)  soit 
constante ,  il  faut  évidemment  que  Ton  ait 

m       n  m'       n' 

(3)  _H._+.. .  =  _  +  _+..., 

et,  pour  que  ces  facteurs  soient  égaux, 
,  ,^  a  '\-  X  n*  —  X       y  —  X 

w         — 7— =••• 


A'  B' 
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Il  s'agit  de  trouver  des  valeurs  de  A,  B,...,  A',  B',..., 
et  de  X  propres  à  vérifier  les  équations  (3)  et  (4). 

On  peut  commencer  par  chercher  x,  et  Tëquation  qui 
en  donnera  la  valeur  est  facile  à  former  5  il  suffit  de  rem- 
placer, dans  l'équation  (3) , les  quantités  A,  B, . . . ,  A',  B', . . . , 
par  (a -h  a:),  (ft -hx),...,  (a'  — j:),  (i'  —  x),...,  qui  doi- 
vent leur  être  proportionnelles  en  vertu  des  équations  (4) . 
On  trouve  ainsi 


(5) 


a+jT       b  -^x       '  a'  —  jc       *'  — . 


Je  dois  prouver  que  toute  valeur  réelle  de  x,  tirée  de 
Téquation  (5),  peut  donner  pour  l'expression  (a)  un  maii- 
mum.  En  effet,  portons  cette  valeur  de  x  dans  (a  H- x), 
(6-l-x),...,  (a'  —  x),  (i'  —  J!^)v»  ®^  donnons  à  A  une 
valeur  quelconque  de  même  signe  que  (a  -h  x)  ;  les  pro- 
portions (4)  détermineront,  pour  B,...,  A',  B',...,  des 
valeurs  de  mêmes  signes  que  (i  -h  x) , . . . ,  (a'  —  x) , 
{b'-x),.... 

Nous  aurons  donc,  dans  l'expression  (2),  un  produit 
de  facteurs  dont  la  somme  est  constante.  Nous  aurons 
aussi  une  valeur  particulière  de  x  qui  rend  tous  ces  fac- 
teurs égaux  et  positifs.  Leur  somme  est  donc  positive,  et, 
comme  ils  sont  égaux,  leur  produit  est  maximum. 

Les  expressions  (i)  et  (2)  ne  diffèrent  que  par  un  fac- 
teur constant.  Si  ce  facteur  est  positif,  elles  atteindront 
ensemble  leur  maximum  ;  s'il  est  négatif,  la  première 
sera  minimum  quand  la  seconde  sera  maximum.  Or  ce 
facteur  constant  est  de  même  signe  que  l'expression  (1) 
quand  on  y  remplace  x  par  la  valeur  particulière  tirée  de 
l'équation  (5)  5  donc  toute  valeur  réelle  de  x  tirée  de 
l'équation  (5)  rendra  l'expressicm  (i)  maximum  ou  mini^ 
mum,  suivant  qu'elle  la  rendra  positive  ou  négative. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'expression  (i)  renferme  k 
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facteurs  difTérents,  Tëquation  (5)  sera  tout  au  plus  du 
degré  (k  —  i). 

La  méthode  précédente  peut  donner  la  solution  de  plu- 
sieurs problèmes.  Nous  en  citerons  un  seulement,  la 
recherche  du  cône  de  surface  totale  maximum  inscrit 
dans  une  sphère  donnée. 

Note.  L'équation  (5)  est  la  dérivée  égalée  à  zéro  de  la 
fonction  (i). 


SOinHON  DE  LA  QUESTION  213 

(voir  t.  VIII,  p.  89t); 

Pau  m.  JAUFROID, 

Bachelier  es  sciences  mathématiques. 


ou 

n 

S{n)  désigne  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  n. 
Solution.  On  a 

5  =  l.(i-jp)(i-*»){i-.r')..., 
=  1.(1— x) -+-!.(!  — x»)  +  l. (i  —  ar  )-!-..., 

x'  +  -  +  ^4-...), 
l.(,_x3)=-(^x^+--H3+...), 
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Substituant ,  nous  aurons 

(x  +  a:»  4-  je  -f-. .  .)  -H  -  (•«?'  H-  •»?'  -H  *•  +  •  •  •) 

n  ' 

ou  bien,  en  représentant  la  première  parenthèse  par  P, , 
la  deuxième  par  P, ,  la  troisième  par  P3 ,  .  .  . ,  et  la  »*'*"* 
par  P„, 

Pi  contient  toutes  les  puissances  de  x,  Pi  toutes  celles 
de  x',  P3  toutes  celles  de  or',  ... ,  P„  toutes  celles  de  x". 

De  plus,  Pi  est  multiplié  par-?  P»  par-»  Ps  par^T*—  y 

I  2  d 

P„par^. 

Or  considérons  le  premier  terme  de  P„  \  ce  sera  x",  et 
ce  terme  ne  se  trouve  plus  dans  le  reste  de  P„  et  dans  les 
expressions  suivantes  P,^t ,  P^, , .  .  .  . 

Soit  n'  un  diviseur  de  /i  ;  la  suite  P„»  précède  la  suite  P„  , 
et  contient  nécessairement  x"  :  en  effet,  les  termes  de  P„/ 
se  forment  en  multipliant  l'exposant  de  af'  respective- 
ment par  2 ,  3 ,  4  9  •  •  •  7  par  conséquent ,  on  aura  en 
exposants  tous  les  multiples  de  n\  et,  par  suite,  n.  Par 
conséquent ,  le  terme  x"  est  produit  autant  de  fois  que  n 
a  de  diviseurs  ^  et  comme  x^  provenant  de  P„f  est  mul- 
tiplié par  —  »  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  x"  est  une 

somme  de  fractions  ayant  pour  numérateurs  Tunité ,  et 
pour  dénominateurs  respectivement  chacun  des  diviseurs 
de  /ï ,  y  compris  Tunité.  En  multipliant  les  deux  termes 
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de  chaque  fraction  par  le  produit  des  dénominateurs  de 
toutes  les  autres ,  on  obtient  au  numérateur  de  la  fraction 
résultante  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n,  et  au 
dénominateur  le  produit  de  tous  ces  diviseurs,  c'est-à- 
dire  n  ;  et  comme  il  faut  mettre  le  signe  —  devant  tou& 
les  termes,  on  a  bien ,  d'après  la  notation  adoptée , 

a^  — 

n 

C.  Q.  F.  D. 


SUR  LES  FONCTIONS  SYHÉTRIOUGS; 

Par  m.  Abbl  TRANSON. 


I.  —  Observations  préliminaires, 

La  prolixité  des  calculs  qu'entraîne  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques  a  retardé  jusqu'ici  son  introduction 
dans  l'enseignement  élémentaire.  En  effet,  Tune  des  deux 
méthodes  que  renferment  nos  Traités  d'algèbre  exige  que, 
pour  calculer  une  fonction  symétrique  des  racines  d'une 
équation  donnée,  on  l'exprime  d'abord  au  moyen  des 
sommes  de  puissances  sembables  de  ces  mêmes  racines  ; 
et  cette  transformation  peut  déjà  constituer  à  elle  seule 
une  longue  opération.  Après  quoi  il  faut  calculer  succes- 
sivement toutes  les  sommes  de  puissances  semblables, 
depuis  celles  du  premier  degré  jusqu'à  celles  du  degré  le 
plus  élevé  que  comporte  la  fonction  transformée ,  sans  en 
manquer  une,  puisque  chacune  d'elles  dépend  des  sommes 
de  degré  inférieur  j  enfin,  substituer  dans  la  fonction 
transformée  les  valeurs  des  sommes  qu'elle  renferme. 
L'autre  méthode,  due  à  M.  Cauchy,  très-précieuse  par 
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les  avantages  théoriques  qui  lui  sont  propres,  ne  fait  rien 
gagner  sous  le  rapport  de  la  brièveté.  A  la  vérité,  elle 
n'exige  pas  une  transformation  préalable  ;  mais ,  au  lieu 
d'opérer  sur  des  symboles  sommatoires ,  conmie  la  pre- 
mière méthode,  elle  veut  que  la  fonction  proposée  soit 
écrite  en  totalité ,  c'est-à-dire  avec  toutes  les  lettres 
a,  &,.-•)  ^)  '  représentatives  des  racines  de  la  proposée, 
ce  qui  donnera  lieu  presque  toujours  à  un  polynôme 
d'une  longueur  rebutante.  Après  cela,  si  F(j:)  =  o  est 
Téquation  proposée,  que  je  supposerai  de  degré  /n,  il  faut 
construire  les  m  —  i  polynômes  auxiliaires 

Et  enfin,  à  Taide  de  m  divisions,  où  les  polynômes  sui- 
vants, en  nombre  égal , 

F„,.(/);     F«_,  (/•),...;     F,(c);     F.(*);     F(û), 

sont  employés   comme   diviseurs,  on  parvient  à  faire 
disparaître  de  la  fonction   proposée    toutes   les   lettres 

Non-seulement  ces  longueurs  font  obstacle  à  l'ensei- 
gnement de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  dans  les 
cours  élémentaires  5  mais ,  comme  elles  rendent  très-labo- 
rieuse la  détermination  eflTective  de  ces  mêmes  fonctions , 
il  arrive  que  cette  théorie ,  d'où  nous  tirons  à  peu  près 
toutes  nos  connaissances  sur  les  résultats  généraux  de 
l'élimination,  est  mise  presque  infailliblement  de  côté  dans 
la  pratique.  D'après  cela,  les  lecteurs  des  Nouv^elles 
Annales  verront ,  sans  doute ,  avec  intérêt  qu'il  est  pos- 
sible de  simplifier  très-notablement  la  théorie  en  ques- 
tion. Il  suffit,  pour  cela,  d'étendre  convenablement  un 
théorème  d'algèbre  déjà  connu,  et  qui,  à  lui  seul,  con- 
stitue la  nouvelle  méthode  par  rapport  à  une  classe  très- 
ctendue  de  fonctions. 
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IL  —  Noui^elle  méthode  pour  le  calcul  des  fonctions 
sjmétnques. 

Dans  une  note,  insérée  à  la  page  169  du  premier  vo- 
lume de  ce  Recueil,  M.  Desmaret  a  fait  usage  du  théo- 
rème suivant  :  Pour  av^oir  la  somme  des  valeurs  que 
prend  une  fonction  entière  9(x),  dans  laquelle  on  rem- 
place X  successivement  par  toutes  les  racines  de  V équa- 
tion 

Y{x)  =  o, 

il  faut  effectuer  la  dimsion  indiquée  par  l'expression 

— 1,^  Y     •  l^  somme  en  question  sera  te  coejpcieîit  du 

terme  de  ce  quotient  y  dans  lequel  texposant  de  x  est 
—  I  ;  ou  bien ,  ce  qui  est  la  même  chose,  ce  sera  le  coef- 
ficient du  premier  terme  du  reste,  si  Ton  arrête  r opéra- 
tion après  av^oir  déterminé  au  quotient  le  terme  indé- 
pendant de  X. 

En  effet,  comme  on  a  Tidentité 

F{.r)  ""x  —  flj:— 6       *'*' 
il  s'ensuit 

Y(x)  x—a      x—b  ^  '      x—a      x-^b 

où  7r(x)  est  une  fonction  entière-,  et,  dès  lors,  on  a  évi- 
demment 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Au  lieu  d'employer  la  division ,  on  peut ,  à  Taide  de 
réquationF(x)=o,  abaisser  le  degré  du  produit  F'(j:)  y  {x) 
jusqu'à  être  de  degré  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  cette 
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même  équation.  Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que,  si 
F  {x)=o  est  du  degré  m  par  exemple ,  on  peut  en  déduire 
.r^,  et  toutes  les  puissances  supérieures  à  la  m*'"*',  en  fonc- 
tion de  X"*"**  et  des  puissances  inférieures.  Et  alors,  le 
coefficient  de  af"^^  dans  le  produit  F'(x)  ç(x)  ainsi 
préparé,  sera  précisément  égal  à  la  somme  demandée. 
J'appellerai  ce  second  procédé  abaissement  ou  réduction. 
Voilà  donc  un  moyen  très-direct  pour  calculer  la  fonc- 
tion symétrique 

a ,  b^,,,jl  étant  les  racines  d'une  équation  donnée. 

Il  est  fort  à  regretter  que  M.  Desmarec  n'ait  pas  donné 
suite  à  son  travail,  puisqu'en  présentant  le  théorème  ci- 
dessus  ,  avec  toute  l'extension  dont  il  est  susceptible ,  il 
en  aurait  pu  déduire  une  méthode  très-générale  et  très- 
expéditive  pour  le  calcul  de  toute  fonction  symétrique. 

Afin  de  justifier  cette  assertion,  on  va  donner  ici  la 
marche  à  suivre  pour  le  calcul  d'une  fonction  dont  la 
forme  générale  renferme  explicitement  deux  ou  trois 
lettres^  et  le  lecteur  étendra  aisément  la  méthode  au  cas 
d'un  plus  grand  nombre  de  lettres.  De  plus,  je  supposerai 
d'abord  très-expressément  qu'il  s'agit  de  fonctions  en- 
tières. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  calculer  la  fonction 
symétrique  dont  le  terme  général  est  ç  (a,  b)  -,  c'est-à-dire 
qu'on  veut  trouver  la  sonmie  des  valeurs  que  prend  la 
fonction  (fij^z)^  lorsqu'on  y  remplace  successivement  j^ 
et  z  par  les  racines  d'une  équation  donnée  Fo:  =  o.  Ces 
racines  combinées  deux  à  deux  de  toutes  les  manières 
possibles ,  la  fonction  dont  il  s'agit  aura  pour  symbole 

Il  se  doit  entendre  que  la  fonction  algébrique  entière 
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?(j'^)  5*^  compose  de  termes  dans  chacun  desquels 
entrent  jr  et  z  comme  facteurs  avec  des  exposants  d'ail- 
leurs quelconques,  mais  sans  que  Tun  des  deux  expo- 
sants puisse  être  nul-,  car,  s'il  y  avait  de  tels  termes,  c'est 
que  la  fonction  proposée  renfermerait  une  fonction  symé- 
trique de  la  nature  de  celles  qu'on  a  examinées  précédem- 
ment ,  dont  le  symbole  est 

et  1  on  en  ferait  le  calcul  à  part  au  moyen  du  théorème 
rapporté  ci-dessus. 
Donc ,  pour  construire 

je  fais  premièrement  le  quotient  de  F  {x)  par  x  —  a ,  où 
a  est  censé  être  une  des  racines  de  la  proposée.  Soit  ce 
quotient  égal  à  Fj  (x)  ^  ses  coefficients  seront  des  fonctions 
entières  de  la  lettre  a ,  et  l'équation 

F.(x)  =  o 
aura  pour  racines  toutes  celles  de  la  proposée ,  moins  la 
racine  a . 
C'est  pourquoi  le  coefficient  de  x~\  dans  le  quotient 

F.W         ' 
sera  la  somme  suivante  : 

tp  (fl,fc)  H- (p(fl,c) -f-.  .  .H- (p(<i,/). 
Maintenant ,  si  Ton  représente  ce  coefficient  par  ({/  (a) , 
il  n^  aura  plus  qu'à  effectuer  la  somme  des  valeurs 

4'W-H4/(6)-f-...-h+(/), 
ce  qu'on  obtiendra  par  la  division  de  l'expression 

F(x)      ' 
ou  par  la  réduction  du  produit  F'(.r)  ^(x). 
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Si  l'on  veut  calculer  la  fonction  à  trois  lettres 

où  Ton  doit  remplacer  j^,  z  et  n  successivement  par  toutes 
les  racines  de  F  (a:)  =  o ,  combinées  trois  à  trois  de  toutes 
les  manières  possibles,  on  construira  le  polynôme 

-^^^  =F.(x), 


\X  —  û)  (x  —  h) 

fonction  entière ,  parce  que  a  et  b  sont  des  racines  de  la 
proposée;  fonction  où  les  coefficients  de  x  sont  eux- 
mêmes  des  fonctions  entières  de  a  et  &. 

La  réduction ,  au  moyen  de  Féquation  F,  (x)  =  o ,  du 
produit 

F'iW  ?(«>  *»^) 

donnera  la  somme  des  valeurs  obtenues  en  substituant  à 
x,  dans  <f(aj  b^  x)^  toutes  les  racines  de  la  proposée, 
moins  les  racines  a  et  i.  Le  résultat  sera  une  fonction  en- 
tière de  a  et  &,  que  je  représente  par  ^  (a,  b)-^  et  il  res- 
tera à  calculer  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction 
^(/>  ^)t  lorsqu'on  y  substitue  successivement  à  la  place 
de  /  et  ^  toutes  les  racines  de  F  (a:)  =  o  combinées  deux 
à  deux  -,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

En  résumé ,  si  la  forme  de  la  fonction  symétrique  ne 
comporte  qu'une  seule  lettre ,  il  y  a  une  seule  division  à 
faire-,  si  elle  comporte  deux  lettres,  deux  divisions,  et 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  pour  le  cas  de  deux  lettres ,  on  doit  former 

F(x) 
une  fonction  auxiliaire  ■  ^^    =  Fi  (x)  ;  pour  celui  de  ti'ois 

lettres,   deux  fonctions   auxiliaires,    savoir,  la    précé- 

dente  Fi  (x) ,  et  une  seconde  —  ^  =  F,  (x)  ;  etc. 
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Ces  fonctions  sont  celles  qu'emploie  aussi  la  méthode 
de  M.  Cauchy,  avec  la  différence  que  M.  Cauchy  les 
construit  toutes,  quelle  que  soit  la  fonction  à  calcu- 
ler. Je  pourrai  faire  voir,  dans  une  autre  occasion, 
que  chacune  de  ces  fonctions  auxiliaires  peut  s'écrire 
couramment,  c'est-à-dire  sans  division  et  sans  passer  par 
les  précédentes^  à  peu  près  comme  on  écrirait  une  fonc- 
sion  dérivée  :  ce  qui  n'est  pas  indifférent  dans  la  pratique. 
Enfin,  on  verra,  plus  loin,  que  le  nombre,  déjà  si  res- 
treint de  divisions  à  efiectuer,  peut  encore  être  diminué 
dans  des  cas  très-étendus  (voir ci-après,  §  V,  page  87). 

J'ai  supposé  expressément  des  fonctions  symétrU/ues 
entières;  mais  la  méthode  sera  complétée,  à  cet  égard,  par 
le  résultat  important  que  M.  Serre t  a  donné  dans  son 
Cours  d'algèbre  supérieure  ;  savoir,  que  toute  fonction 
rationnelle  fractionnaire  d*une  ou  plusieurs  des  racines 
d'une  équation  donnée  se  ramène ,  par  de  simples  divi- 
sions algébriques;  à  une  fonction  entière.  Et  comme  ce 
résultat,  combiné  avec  la  méthode  ci-dessus,  procure 
une  démonstration  nouvelle  d'un  très-beau  théorème,  je 
prie  le  lecteur  de  s'y  arrêter  un  instant. 

III.  — r  Démonstration  d'un  théorème  d'algèbre. 
Soit  à  calculer  la  fonction 

où  le  symbole  sommatoire  s'étend  à  toutes  les  racines 
d'une  équation  donnée  F(x)  =  o.  On  voit  d'abord  que 
^[x)  et  F(j:)  doivent  être  premiers  entre  eux;  sans  quoi 
la  somme  demandée  aurait  un  ou  plusieurs  termes  infi- 
nis. D'après  cela,  si  l'on  applique  aux  deux  fonctions 
F(a:)  cl  ^[x)  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur, 
Ann,  de  Mathémau ,  t.  IX.  (  Mars  iBbo .  )  6 
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on  est  assuré  d'arriver  à  un  reste  indépendant  de  x,  que 
je  représenterai  par  R„.  D'autre  part,  comme  on  doit 
remplacer  x  exclusivement  par  des  racines  de  F(x)  rr=  o, 
on  verra  bien  que  tous  les  restes  de  l'opération  du  plus 
grand  commun  diviseur,  et ,  en  particulier,  le  dernier  reste 
R„  se  trouvent  exprimés  par  le  produit  de  deux  fonctions 
entières,  dont  Tune  est  ;|*(jt:)  \  de  sorte  qu'on  a 

0  (x)  étant  une  fonction  entière  de  a:  :  et  ainsi  la  question 
proposée  revient  au  calcul  de  la  fonction  symétrique 
entière 

De  là  on  peut  déduire  la  démonstration  du  théorème 
suivant^  que,  ^i'^(x).  désigne  un  polynôme  quelconque 
du  degré  m  —  i ,  la  somme 

-6-r(x)' 

étendue  aujc  txicines  de  l'équation  (de  degré  m  et  saris 
racines  égales) 

FW  =  o, 

a  pour  valeur  le  coefficient  de  x^-*  dans  ^x. 

En  effet ,  le  calcul  de  ^  ^rf\  revient ,  d'après  ce  qui 

précède,  à  celui  de  la  fonction  entière  V  ïlfLifi^  où 

^^       R» 
R„  est  un  nombre  avec  la  relation 

D'un  autre  côté,  il  résulte  de  la  nouvelle  méthode  pour  les 

fonctions  symétriques  que  la  fonction  entière  V  iMi^^ 

^^      R« 
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sera  exprimée  par  le  coefficient  de  x"^  dans  le  quotient 

ou,  à  cause  de  la  valeur  de  R„,  dans  le  quotient 

F(x)' 

Et  puisqu'on  a  supposé  ^[x)  du  degré  m  —  i,  la  somme 
en  question  sera  bien ,  comme  on  Fa  annoncé ,  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  de  ^  [x). 

Et  d'après  cela ,  si  ^  (x)  est  de  degré  inférieur  km  —  i , 
la  fonction  symétrique 

V  4  W 

étendue  à  toutes  les  racines  de  Téquation  de  degré  m 
F(a:)  =  o,  sera  nulle. 

Ces  théorèmes  résultent,  si  Ton  veut,  de  la  décompo- 
sition des  fractions  rationnelles.  Mais  on  sait  que,  réci- 
proquement, M.  Liouville,  après  les  avoir  établis  à  priori, 
en  a  déduit,  avec  une  rare  facilité,  cette  même  décom- 
position (i).  C'est  pourquoi  il  y  avait  quelque  intérêt  à 
en  donner  une  démonstration  purement  algébrique. 

IV.  —  Démonstration  d'une  propriété  fondamentale 
des  fonctions  symétriques. 

Le  lecteur  a  pu  remarquer  que  la  nouvelle  méthode 
possède,  comme  celle  de  M.  Cauchy,  Tavantagc  de  dé- 
montrer directement  que  toute  fonction  symétrique  en- 
tière est  elle-même  une  fonction  entière  des  coefficients , 
sans  aucun  diviseur  numérique  ;  puis  qu'on  Tobticnt  par 
de  simples  divisions  algébriques ,  où  le  coefficient  du 
premier  terme  dans  les  diviseurs  est  toujours  égal  h 
Tunité. 

(•)  Voir  Ifouvelltis  Annales,  tome  VI,  page  lî-. 
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Mais  il  est  une  autre  propriété  des  fonctions  symé- 
triques entières,  propriété  dont  on  fait  usage  dans  la 
théorie  de  l'élimination ,  et  qu'il  faut  déduire  aussi  de  la 
méthode  elle-même.  Voici  en  quoi  consiste  cette  propriété. 

Écrivons  Téquation  proposée  sous  la  forme 

af'-\-p,  X*-'  -h  /?a  JT*-»  -f- .  . .  -h  /?«  =  o  ; 

et  si  l'on  donne  une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
lettres  ^i,  psv?  /'no  ^^  pourra  faire,  dans  chacun  de  ses 
termes,  la  somme  des  indices  des  lettres  /?,  en  ayant  soin 
de  compter  l'indice  d'une  même  lettre  autant  de  fois 
que  cette  lettre  sera  facteur.  Cette  somme  faite  sera  Vin^ 
dice  du  terme  que  l'on  considère.  C'est  ainsi  que  les 
monômes 

P\P^'^         P^P^P^\         P\Pm 

ont  respectivement  pour  indices  les  nombres  suivants  : 

4;       6;       6-f-/w. 

Cette  opération  ainsi  faite  sur  chaque  terme,  la  somme 
la  plus  grande  qu'on  aura  obtenue  marquera  Vindice  de 
la  fonction. 

Or,  si  l'on  donne  la  forme  générale  d'une' fonction  sy- 
métrique entière  à  une ,  ou  deux,  ou  trois,  etc.,  lettres,  le 
degré  de  cette  fonction  est  marqué ,  comme  à  Tordinaire , 
par  le  plus  haut  exposant  s'il  y  a  une  seule  lettre,  ou  la 
plus  haute  somme  d'exposants  s'il  y  a  plusieurs  lettres. 

D'autre  part,  quand  la  fonction  a  été  calculée,  elle  est 
exprimée  en  fonction  rationnelle  et  entière  des  lettres 
P\'>  Pt-,  •  '  "i  P'n'  Elle  a  donc  un  certain  indice. 

Le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  le  suivant  : 

L'indice  d'une  fonction  symétrique  est  égal  à  son 
degré. 

Considérons  premièrement  une  fonction  symétrique  à 
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une  seule  lettre ,  C'est-à-dire  dont  le  symbole  général  est 

Comme  la  forme  générale  op  (x)  ne  peut  être  que  la  somme 
de  plusieurs  puissances  de  x  afTectées  respectivement  de 
divers  coefficients,  il  suffit  de  faire  la  démonstration  dont 
il  s'agit  pour  la  fonction  monôme 

où  Â  est  un  nombre. 

Pour  obtenir  cette  fonction ,  il  faut  effectuer  la  division 
indiquée  par 

A^x^-'^"  4>  A  (//i  —  i)  />,  x'^»->"''H-  A  (/w  —  2)/?aX*-»-^»  -h> . . 
Or,  si  Ton  représente  le  quotient  par 

on  aura ,  d'après  les  règles  de  la  division  algébrique , 

7r  =  — /'l^r-l  —P^qr-i  — •  •  •  — /?r^*4-  {^l  —  '*)  A/?r. 

Or  5  Ça  étant  égal  à  m  A ,  a  pour  indice  zéro  ;  donc  les 
coefficients  suivants ,  considérés  comme  fonctions  des 
lettres  /?, 

7,  =  —  ^,7, -h  A(/w  —  i)/?,, 

yj  =  — ;?,  <7,  — /;,<7tt-f- A(/if—  2)/J:y 


qr=  —  Pi  qr-x  —  .  .  . , 

ont  respectivement  pour  indices  les  nombres  i,  2,...,  r. 
Donc  enfin  le  coefficient  de  jr~* ,  qui  sera  représenté 
par  47„,  et  qui  est  la  valeur  de  la  fonction  proposée  de 
degré  n ,  a  pour  indice  le  même  nombre  n. 

Il  est  manifeste  que  si  le  coefficient  A  était  lui-même 
une  fonction  rationnelle  et  entière  des  lettres  /?,  son  indice 
marquerait  celui  de  <7t> ,  et ,  par  conséquent ,  s'ajouterait 
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à  r  pour  former  celui  de  ^,..  Ainsi,  l'indice  dé  la  fonction 
symétrique 

sera  égal  à  n-^n^  si  n  est  Tindice  de  A. 

A  regard  des  fonctions  à  deux  lettres ,  il  suffit  égale- 
ment de  faire  la  démonstration ,  pour  une  fonction 
monôme  telle  que 

Or,  d'après  les  règles  exposées ,  il  faut  effectuer  d'abord 
la  réduction  du  produit 

au  moyen  de  l'équation  auxiliaire  F,  (x)  =  o ,  et  vu  la 
forme  de  Fi  (x) ,  savoir, 


jt"""'  -f-  a 


ar- 


il  sera  aisé  de  voir  que  cette  réduction  donnera  une  fonc- 
tion ^a  telle,  qu'en  chacun  de  ses  termes  le  degré  de  a 
uni  àrindice  de  la  lettre;?  fera  une  somme  égale  kn  +  n*-^ 
de  sorte  que  la  réduction  qu'il  faudra  faire  ensuite ,  c'est- 
à-dire  la  réduction  de 

au  moyen  de  F  (a)  =  o ,  donnera  nécessairement  une 
fonction  de  l'indice  n  -+-  /i'. 

Cette  démonstration  s'étendra  de  la  même  manière  au 
cas  d'un  plus  grand  nombre  de  lettres. 

Si  Ton  opère  sur  l'équation  générale  de  degré  m  à  deux 
inconnues  x  ely^  les  indices  des  coefficients  de  x  mar- 
quent le  degré  de  chacun  d'eux  en  j.  Par  suite,  le  théo- 
rème  qu'on  vient  de  démontrer  fait  connaître  le  degré 
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en  y  de  toute  fonction  symétrique  des  valcuis 
•^1  j  •'i  >  •  •  •  >  ^tn  > 

qui*  satisfont  à  Fëquation  proposée  ;  et  c^est  pourquoi  ce 
théorème  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie  de  Félimina- 
tion  :  mais  nous  pouvons  aussi  en  tirer  un  moyen  d'à* 
hréger,  dans  certains  cas ,  le  calcul  des  fonctions  symé- 
triques. 

V.  —  Abréinations  et  exemples. 

Première  abréi^iation.  Soit  n  le  degré  de  la  fonction 
symétrique.  Si  n  est  moindre  que  m,  on  peut  supprimer 
dans  F  (x),  dans  Fi  (x),  Fi  (x),  etc. ,  comme  aussi  dans 
F'  (x),  F',  (x),  F',  (jc),  etc.,  tous  les  coefficients  dont  l'in- 
dice est  supérieur  à  n.  Cela  résulte  manifestement  du 
théorème  ci-dessus  démontré. 

Deuxième  abréy^iation.  —  A  la  proposition  que  nous 
avons  prise  pour  point  de  départ,  on  peut  ajouter  les 
suivantes,  dont  le  lecteur  trouvera  aisément  la  démons- 
tration : 

1^.  La  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction  entière 
a.Q(&),  dans  laquelle  on  remplace  successivement  a  et 
b  par  toutes  les  racines  de  F(x)  =  o  combinées  deux 
à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  est  égale  au 
second  terme  du  reste  dans  la  division  de  F'(j:)  (f(x)  par 
F{x) ,  ce  second  terme  pris  en  signe  contraire. 

a^.  Le  coefficient  du  troisième  terme,  dans  le  même 
reste  ,   ce    coefficient    pris    d'ailleurs   avec   son  signe  , 

sera  la   valeur  de  Va.i.çfc)  ^    celui   du    quatrième 

terme,  pris  en  signe   contraire,  donnera  la  valeur  de» 

^^  a.4.c.ç(£/),  etc.,  et  ainsi  de  suite. 

D'après  cela,  si  les  formes  générales  ç(a,  A), 
(p  (a,  ft,  c),  etc.,  se  réduisent  à  a,^[b)^  a,b.^^  (c),  rlr.,  il 
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n*y  aura  pas  deux  ou  trois  divisions  à  faire,  mais  une  seule. 
Et  de  même,  si  la  forme  f  (a,  &,  c)  revient  à  la  suivante 
a^(b^c)^  il  n'y  aura  pas  lieu  d'employer  la  seconde  fonc- 
tion auxiliaire ,  mais  seulement  la  première*,  il  n*y  aura 
pas  trois  divisions  k  faire,  mais^or  seulement,  et  ainsi 
de  suite. 

En  un  mot,  tonte  lettre  qui  entre  dans  9 (a,  &,...), 
comme  facteur  de  tous  les  termes  et  avec  l'exposant  1 , 
ne  nécessite  pas  une  division  de  plus,  ainsi  que  la  mé- 
thode générale  semblait  l'indiquer  d'abord.  Elle  exige 
seulement  que  l'on  considère  un  terme  de  plus  dans  le 
reste  de  la  division  qu'on  effectue. 

Troisième  abréuiation.  Comme  on  ne  veut  obtenir  de 
chaque  division  ou  réduction  qu^un  terme  unique ,  et  dont 
le  degré  est  connu  d'avance ,  on  s'abstiendra  d'écrire  tous 
les  résultats  partiels  de  calcul  qui  seraient  relatifs  aux 
termes  de  degré  moindre,  et  cette  attention  simplifiera 
beaucoup  le  travail  du  calculateur. 

Exemple.  On   demande  la  détermination  de  V«i*i, 

avec  l'équation  générale 

Il  n'y  aura  ici  qu'une  seule  division  à  faire;  on  n'aura  à 
tenir  compte  que  des  quatre  premiers  termes  de  l'équation 
donnée.  On  n'écrira  rien  de  ce  qui  devrait  affecter  les 
termes  du  reste  au  delà  du  second ,  c'est-à-dire  au  delà  du 
terme  qui  est  affecté  de  la  première  puissance  de  x  dans 
le  dividende,  après  qu'on  a  supprimé  préalablement  les 
puissances  de  x  communes  à  tous  les  termes  du  dividende 
et  du  diviseur; 


mx^  -f-  [m  —  i)/7,ar'-f-(/w  —  7)p, 
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Ainsi  le  second  terme  du  reste  étant  — 'ipi-^piptf 
on  a  donc 

On  vérifiera  aisément  ce  résultat  par  la  transformation 
très-facile  de  la  fonction  proposée  en  sommes  de  puis- 
sances semblables.  Et  ensuite  le  lecteur  pourra  mieux 
apprécier  l'avantage  de  la  nouvelle  méthode,  en  s' exerçant 
sur  quelque  fonction  moins  simple,  comme  seraient 

où  a  et  /S  sont  des  nombres  donnés ,  et  dont  la  première 
aurait  exigé  dans  la  division  précédente  seulement  la  con- 
servation d'un  terme  de  plus  au  dividende  et  au  diviseur , 
tandis  que  la  seconde  s'obtiendra  à  l'aide  de  deux  divi- 
sions. 

Nota.  La  méthode  ci-dessus  exposée,  pour  le  calcul 
des  fonctions  symétriques,  a  été  communiquée  à  la  Société 
Philomathique  dans  sa  séance  du  ig  décembre  i849* 


PROGRAMIHB  D'UN  €0|]RS  DB  MÉCANIQUE  ÊLÉNBNTAIRK 

DEUXIÈME  AATICLE  (  voir  page  14  de  ce  Tolame  )  ; 

Par  m.  C.-E.  PAGE. 


Moui^ement  de  rotation  autour  d'un  point  fixe, 

14.  Lorsqu'un  corps  ou  un  système  de  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable  est  assujetti  à  tourner  au- 
tour d'un  point  fixe,  on  peut  se  représenter  tous  ses 
mouvements ,  en  supposant  qu'il  tourne  autour  d'un  axo 
choisi  arbitrairement  ,  mais  qui  lui  est  invariablement 
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lié  tandis  que  cet  axe  lui-même  louriie  autour  du  point 
fixe. 

Or  on  obtient  tous  les  mouvements  possibles  d'un  axe 
tel  que  or  (fig*  i)  autour  d'un  point  fixe  o,  en  suppo- 
sant qu'il  tourne  autour  du  point  o  dans  le  plan  roz , 
'tandis  que  ce  plan  lui-même  tourne  autour  d'un  axe 
fixe  oz.  Cela  revient  à  faire  tourner  l'axe  or  autour  d'un 
axe  o/i,  auquel  il  reste  perpendiculaire,  tandis  que  cet 
axe  tourne  autour  d'un  axe  fixe  oz ,  auquel  il  reste  per- 
perpendiculaire. 


fS'  »• 


Pour  nous  convaincre  que  tous  les  mouvements  de  rota- 
tion autour  du  point  o  peuvent  être  obtenus  de  cette  ma- 
nière, considérons  un  système  de  trois  axes  rectangulaires 
qui  coïncidait  primitivement  avec  celui  des  trois  axes  fixes 
oX,  o  Y,  oZ  {fig*  a) ,  et  qui  est  venu  dans  une  position 
quelconque,  ox,  o^,  oz.  Pour  faire  passer  les  axes  d'une  de 
ces  positions  à  l'autre,  nous  pouvons  commencer  par  faire 
tourner  le  système  autour  de  Taxe  oZ,  de  manière  que 
l'axe  ox,  qui  coïncide  d'abord  avec  Taxe  fixeoX ,  vienne 
occuper  la  position  o/z,  après  avoir  décrit,  dans  le  plan 
YoX,  l'angle  7^oX  =  ^  ;  puis,  nous  ferons  tourner  le 
système  autour  de  la  droite  on ,  de  manière  que  l'axe 
mobile  oz  décrive  Tangle  -zoZ  =  6  ;  enfin  ,  nous  ferons 
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tourner  le  système  autour  de  l'axe  oz ,  de  manière  que 
l'axe  ox  décrive  Tangle  nox  =  y.  Il  est  évident  qu'au  lieu 
d'être  successifs ,  ces  trois  mouvements  peuvent  être  si-- 
multanés.  Cela  revient  k  faire  tourner  le  système  autour 
de  Taxe  mobile  oz ,  tandis  que  cet  axe  tourne  autour  de 
Taxe  on,  en  lui  restant  perpendiculaire,  et  que  Taxe  on 
tourne  lui-même  autour  de  Taxe  fixe  oZ  en  lui  restant 
perpendiculaire . 


A'  ^' 


Lorsque  Ton  connaît  la  position  des  trois  axes  et  leur* 
longueurs,  c'est-à-dîre  les  vitesses  angulaires  correspon- 
dantes, on  peut  en  déduire  la  position  de  Taxe  instantané 
de  rotation,  qui  est  représenté,  comme  nous  l'avons  vu, 
en  grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonale  du  parallé- 
lipipède  construit  sur  ces  axes.  Lorsque  Ton  connaît  la  loi 
suivant  laquelle  varie  la  vitesse  angulaire  relative  à  chacun 
d'eux ,  on  peut  en  déduire  la  série  des  positions  par  les- 
quelles ils  passent;  par  suite,  la  série  des  positions  que 
l'axe  instantané  occupe  successivement  dans  l'espace  vt 
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dans  le  système  mobile.  Il  en  résulte  deux  surfaces  coni- 
ques ,  Tune  fixe  dans  Tespace ,  l'autre  dans  le.système  mo- 
bile^ et  Ton  a  une  représentation  exacte  du  mouvement, 
en  faisant  rouler  la  surface  mobile  sur  la  surface  fixe. 

Mouyetnent  d'iin  système  entièrement  libre. 

i5.  Lorsqu'un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
manière  invariable  se  meut  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  on  décompose  son  mouvement  en  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  point  pris  arbitrairement 
pour  centre,  mais  qu'on  suppose  invariablement  lié  au  sys- 
tème ,  et  un  mouvement  de  translation  de  ce  point.  Cela 
revient  à  regarder  à  chaque  instant  la  vitesse  d'un  point 
quelconque  comme  la  résultante  de  deux  autres  vitesses, 
l'une  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  de  translation  du  centre, 
l'autre  due  à  la  vitesse  de  rotation ,  par  conséquent  dirigée 
perpendiculairement  au  plan  conduit  par  le  point  et  par 
Taxe  instantané ,  et  égale  à  la  vitesse  angulaire  multipliée 
par  la  distance  de  ce  point  à  l'axe. 

On  peut  se  faire  une  image  du  mouvement ,  en  suppo- 
sant qu'une  surface  conique ,  dont  le  sommet  est  situé  au 
point  pris  pour  centre ,  et  dont  la  forme  dépend  de  la  loi 
du  mouvement  de  rotation ,  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même  d'un  mouvement  de  translation ,  tandis  qu'une  se- 
conde surface  conique ,  qui  a  son  sommet  au  même  point , 
et  à  laquelle  le  système  mobile  est  invariablement  lié, 
roule  sans  glisser  sur  la  première. 

L'arête  de  contact  de  ces  deux  surfaces  est  l'axe  instan- 
tané ,  dont  tous  les  points  ont  une  vitesse  égale  et  parallèle 
à  la  vitesse  du  centre. 

Le  principe  fondamental  de  cette  décomposition  con- 
siste en  ce  que  le  mouvement  de  rotation  reste  toujours  le 
même,  quel  que  soit  le  point  choisi  pour  centre.  En  effet, 
soient  o  (fig.  3)  le  centre  ,  ok  sa  vitesse  de  translation, 
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oi  Taxe  inslantaiié  et  tù  la  vitesse  angulaire.  Pojir  tous  les 
points  situés  sur  la  direction  de  l'axe,  la  composante  due 
au  mouvement  de  rotation  est  nulle;  par  conséquent  sa 
vitesse  est  égale  et  parallèle  à  ok.  Pour  un  point  quel- 
conque m,  pris  hors  de  l'axe,  la  vitesse  /riR  est  la  résul- 
tante de  deux  composantes ,  l'une ,  mp ,  égale  et  parallèle 
à  ok^  l'autre,  mq ,  perpendiculaire  au  plan  iom  et  égale 
à  A  m.  Cl).  Tous  les  points  d'une  droite  /w/i,  menée  par  lè 
point  m  parallèlement  à  l'axe  oi,  ont  des  vitesses  égales 
et  parallèles  ;  car,  pour  tous  ces  points ,  les  deux  compo- 
santes sont  égales  et  parallèles.  Tout  point  situé  hors  de 
cette  parallèle  a  une  vitesse  différente;  car  Tune  des 
composantes  reste  toujours  égale  et  parallèle  À  o/r,  tandis 
que  l'autre  est  nécessairement  différente  de  mq. 


fig^  3 


Maintenant ,  supposons  que  le  point  m  soit  pris  pour 
centre;  sa  vitesse  de  translation  est  mR.  Tous  les  points 
de  la  droite  oi  ont  une  même  vitesse  égale  et  parallèle  à  oh\ 
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donc  Taxe  instantané  est  dirigé  suivant  une  droite  mA,  pa- 
raUèle  à  oi.  Pour  un  point  A  de  la  droite  o/,  la  vitesse  AB, 
égale  et  parallèle  à  ok^  est  la  résulunte  de  deux  compo- 
santes, Tune,  AC ,  égale  et  parallèle  à  mR,  Tautre,  AD, 
perpendiculaire  au  plan  l'om.  Or  il  est  facile  de  voir  que 
le  second  côté  du  parallélogramme ,  dont  le  premier  côté 
«st  AC  =  /nR,  et  la  diagonale  AB  =  /n^,  sera  une  droite 
AD  égale  et  parallèle  à  mq^  mais  dirigée  en  sens  con- 
traire^ d'où  Ton  conclut  que  la  vitesse  angulaire  autour 
de  mh  est  égale  à  la  vitesse  angulaire  autour  de  ot\  et 
dirigée  dans  le  même  sens. 

^xe  spontané. 

i6.  SMl  arrive  qu'à  un  certain  instant  la  vitesse  de 
translation  du  centre  soit  dirigée  perpendiculairement  a 
l'axe  instantané ,  les  vitesses  de  tous  les  points  sont  per- 
pendiculaires à  cet  axe-,  car,  pour  chaque  point,  les  deux 
composantes  lui  sont  perpendiculaires  :  de  plus ,  il  existe 
une  droite  qu'on  suppose  liée  au  système,  et  dont  tous  les 
points  ont  une  vitesse  nulle. 

Soient  o  le  centre  (Jîg'  4)9  ok  sa  vitesse  de  transla- 
tion, 0/ Taxe  instantané  perpendiculaire  à  oA;  par  le 
point  o  menons  une  droite  om  perpendiculaire  au  plan  koi\ 
et  prenons  la  longueur  om  telle ,  que  Ton  ait  om .  cd  =  oA  : 
la  vitesse  du  point  m  sera  la  résultante  de  deux  vitesses, 
Tune,  mp^  égale  et  parallèle  à  o/r,  l'autre,  mq^  perpen- 
diculaire au  plan  îom ,  par  conséquent  parallèle  à  oft  ,  et 
égale  à  om.(ù=zok.  Or  nous  pouvons  toujours  porter  la 
longueur  j[>/n  en  avant  ou  en  arrière  du  plan  iom ,  de  ma- 
nière que  la  composante  mq  soit  dirigée  en  sens  contraire 
de  ok'^  les  deux  composantes  mp  et  mq  étant  égales  et  de 
signes  contraires ,  la  vitesse  du  point  m  est  nulle  :  donc 
tous  les  points  de  la  droite  m/i,  menée  par  le  point  m  pa- 
rallèlement à  l'axe  oi\  ont  une  vitesse  nulle ,  et  les  vitesses 
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de  tous  les  autres  points  sont  les  mêmes  que  si  le  système 
tournait  autour  de  la  droite  mh  immobile  pendant  cet 
instant.  Cette  droite  prend  alors  le  nom  A^axe  spontané 
de  rotation. 


fig-  4- 


A 


r "k ^ 

Tant  que  la  vitesse  de  translation  du  centre  n'est  pas 
perpendiculaire  à  l'axe  instantané  ,  il  ne  peut  exister  au- 
cun point  lié  au  système  dont  la  vitesse  soit  nulle.  Kn 
effet ,  la  composante,  due  à  la  vitesse  angulaire,  est  tou- 
jours perpendiculaire  à  Taxe.  Si  la  composante,  due  à  la 
vitesse  de  translation ,  n'est  pas  perpendiculaire  à  ce  même 
axe,  elle  ne  peut  jamais  être  directement  opposée  a  la 
première  ;  mais ,  dans  ce  cas ,  on  peut  toujours  chercher 
la  droite  liée  au  système ,.  et  dont  tous  les  points  ont  la 
plus  petite  vitesse. 

Soient  o  le  centre,  oh  sa  vitesse  de  translation,  oi  llaxe 
instantané:  la  vitesse  d'iui  point  quelconque  est  la  résul- 
tante de  la  vitesse  oh  et  d'une  autre  composante  menée 
par  le  point  o  perpendiculairement  à  oi.  Cette  résultante 
sera  donc  toujours  une  droite  menée  du  point  o  à  l'un  des 
points  du  plan  passant  par  le  point  h  perpendiculairement 
à  o/;  or  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  du 
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point  o  à  ce  plan  est  dirigée  suivant  oij  qui  lui  est  perpen- 
diculaire. Ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse  minima  est  di- 
rigée parallèlement  à  Taxe  instantané.  Cherchons  la  droite 
dont  tous  les  points  ont  une  vitesse  parallèle  à  oi^  pour 
cela  [Jig*  5),  achevons  le  parallélogramme  dont  ok  est  le 
premier  côté  et  oE  la  diagonale ,  nous  aurons  la  compo- 
sante oD,  due  à  la  vitesse  angulaire.  Menons  om  perpen- 
diculaire au  plan  Do2,  prenons  la  longueur  om  telle,  que 
l'on  ait  om.(ù  =  oD,  et  portons  cette  longueur  de  ma- 
nière que  la  composante  mq  soit  dirigée  en  sens  contraire 
de  oD^  tous  les  points  de  la  droite  mh^  menée  par  le 
point  m  parallèlement  à  oi ,  auront  une  vitesse  égale  et  pa- 
rallèle à  oE.  Cette  droite  a  été  désignée,  par  M.  Poinsot, 
sous  le  nom  d'axe  spontané  glissant,  parce  que  les  vitesses 
de  tous  les  points  sont  les  mêmes  que  si  le  système  glissait 
le  long  de  cette  droite  en  tournant  autour  d'elle. 


/^.  ^' 


Il  faut  remarquer  que  cet  axe  change  à  chaque  instant 
de  position  dans  l'espace  et  dans  le  système  mobile. 

Centre  des  moyennes  distances. 

17.  Lorsqu'un  système  est  animé  à  la  fois  d'un  mouve- 
ment de  translation  et  d'un  mouvement  de  rotation ,  ses 
différents  points  ont,  au  même  instant,  des  vitesses  di fie- 
rentes  en  grandeur  et  en  direction.  Si  Ton  projette  toutes 
ces  vitesses  sur  une  même  droite ,  la  moyenne  de  ces  pro- 
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jections  donne  la  vitesse  de  translation  dans  la  direction 
de  cette  droite,  et  la  direction  suivant  laquelle  cette 
moyenne  est  la  plus  grande,  donne  justement  la  direction 
de  la  vitesse  de  translation  générale  du  système. 

Nous  allons  faire  voir  que ,  dans  tout  système  de  points 
liés  entre  eux  d'une  manière  invariable ,  il  existe  un  point 
unique  dont  la  vitesse  est  toujours  la  moyenne  des  vitesses 
de  tous  les  autres  points  ,  et  dont  le  mouvement,  par 
conséquent,  représente  le  mouvement  de  translation  de 
tout  le  système. 

Pour  cela ,  nous  commencerons  par  démontrer  que 
dans  tout  système,  il  existe  un  point  unique  dont  la  dis- 
tance à  un  plan  quelconque  est  la  moyenne  des  distances, 
de  tous  les  autres  points  du  système  au  même  plan.  Pour 
cette  raison,  ce  point  est  appelé  centre  des  moyennes 
distances.  (Nous  le  retrouverons  plus  loin  sous  les  noms 
de  centre  dHnertie  et  centre  de  gratuité.) 

Nous  démontrerons  ensuite  que ,  lorsque  le  centre  des 
moyennes  distances  est  pris  pour  centre  de  rotation ,  la 
somme  des  projections  sur  une  droite  quelconque  de  toutes 
les  vitesses  dues  au  mouvement  de  rotation  est  toujours 
nulle.  Lorsque  le  mouvement  du  système  est  décomposé 
en  un  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  des 
moyennes  distances  et  un  mouvement  de  translation  de  ce 
point,  la  vitesse  de  chaque  point  est  la  résultante  d'une 
vitesse  égatle  et  parallèle  à  la  vitesse  de  translation  et  d  une 
vitesse  due  à  la  rotation.  Or  la  projection  de  la  vitesse 
à'un  point  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  deux 
composantes;  la  somme  des  projections  de  toutes  les  com- 
posantes dues  à  la  rotation,  étant  nulle,  il  ne  reste  plus 
à  considérer  que  les  composantes  dues  au  mouvement  de 
translation.  Toutes  ces  composantes  étant  égales  et  paral- 
lèles à  la  vitesse  du  centre,  il  est  évident  que  cette  vitesse 
est  la  moyenne  des  vitesses  de  tous  les  points. 

Ànn.  de  Mathémat.,  t.  IX.  (Mars  i85o.)  y 
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THÉORÈMES 

Sv  Téqulioi  au  carrés  des  diiïircices  des  radies,  et  afplicatiaB 

géraétriqie  au  faisceau  laigeitUls; 

D'APKis    M.     F,    JOACHÏMSTHAL. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXXIH,  p.  371  ,  1846;  en  français.) 


1.  Lemme.  Soit 

(i)  a:t^-^a^jf^  H- fl,j:»-'  -H  ...-h/in-ja:' -i- /r„_,x-h  flr„  =  0 

Féquation  générale  du  n''"*'  degré  5  représentons  les  ra- 
cines par  Xi,  .rt ,  jCj  ,.••  ?  -^n- 

Soient  F  une  fonction  symétrique  entière  des  racines , 
et  X*  la  puissance  la  plus  élevée  de  Xi  dans  cette  fonction; 
â*  F  est  une  fonction  entière  des  coefficients  a ,  Oi^  ^iv  -) 
de  Téquation  (i). 

Dénwnstration.  On  sait  que  F  est  uue  fonction  entière 

des  quotients  —?  —  )•••?-"•,  si  Ton  remplace  ces  quotients 

par  les  combinaisons  de  racines,  on  retrouve  identique- 
ment la  fonction  F.  Dans  ces  combinaisons,  chaque  ra- 
cine n^entre  qu'au  premier  d^ré  ;  Tidentité  exige  donc 
qu^il  n'y  ait  pas  un  produit  de  plus  de  k  de  ces  quotients  : 
donc  a~^  est  la  plus  haute  des  puissances  négatives  de  a  ; 
donc ,  etc. 

Observation,  Dans  les  ouvrages  élémentaires ,  et  même 
dans  Y  Algèbre  supérieure  de  M.  Serret,  on  suppose 
presque  toujours  a  =  i;  c*est  une  simplification  à  éviter  : 
en  particularisant,  on  ne  raccourcit  qu'eh  apparence. 

2.  Théorème.  Le  dernier  temie^de  V équation  aux  car- 
rés des  différences  des  racines  de  V équation  (i)  étant  mul-- 
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tiplié  par  a*^""*^,  est  une*  fonction  entière  des  coeffim 
dents  de  cette  équation. 

Démonstration,  Représentons  ce  dernier  terme  par  A„; 
on  a 

n{n  -i) 

A.  =  (x,-x,)»(4:.-.4:,)»...(4:.  — x„)»(x,-:p,^..(x^,^*,)»Kî)       *       • 

Dans  cette  fonction  symétrique,  la  plus  haute  puissance 
de  Xj  est  a  (n  —  i)  5  donc ,  d'après  le  lemme ,  etc. 

3.  Nous  représentons  parL  lafonction  entière  a*  ^'*"**^  A„, 
de  sorte  que  L=:a'f*""*^Â„.SoientB^rensembledetous  les 
termes  qui  renferment  a^^  et  P  les  termes  restants  \  on  a 
donc  L  =.B„  -f-  P.  Si ,  dans  cette  identité ,  on  fait  a„  =  o , 
Bn  disparaît  et  P  ne  change  pas;  il  est  dooa  ég^l  k  C^  que 
devient  L ,  lorsqu'on  y  fait  a„  =  o.  Alors ,  une  des  racines 
de  Féquation  (i)  devient  nulle,  et  cette  équation  se  rédfiit 
à  celle-ci  : 

(2)  ax"-'  -f-  41,  «"-»  -h  ...  H-  a^-iX  ■+-  O'n-.K  =  O. 

Supposons  que  ce  soit  la  racine  x„  qui  ait  disparu,  et 
représentons  par  A„_i  le  dernier  terme  de  Téquation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation  (2).  Soit 
A'^  et  U  ce  que  deviennent  A„  et  L ,  en  y  faisant  x„  =  o  -, 
or 


A' 

1 

et 


:^  =  (jT,  — dr,)'...  (x„,,  — .r„_,)».r;  x\  ...  ^;_,  =A— .  (-^' j   > 

L'  =  fl»  (  -0  [a^,y  A,_.  =  (#!.>.)'  L, , 
où 

donc 

Si  d^tns  Lt  bous  représenioas  par  B^^i  tous  les  urmcs 

7- 
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de  L|  qui  renferment  a„., ,  on  trouvera  de  même 

L,=:B„_,  4-(«n-.0*L,     ou     L,  =:rt»("-'ÎA„_,, 
et  ainsi  de  suite.  En  poursuivant ,  on  parvient  à 
L»— j  =  Bi  H-  fl ,  L,>_i  ; 

L„.i  se  rapporte  à  réquation 

ûx' H- fli X  ■+- a,  =  o. 
On  a  évidemment 

hn^i  :=:a]—^aajy    pu     B,  =  —  4  <'<»»  > 

donc 

L„-,  =  I  ; 

et,  en  remontant,  on  trouve  que  L  renferme  le  terme 
(a„«t  «n-f  •••  ûi)*î  multiplié  par  l'unité  positive. 

4.  L'expression  L  restant  la  mênie,  en  changeant  dans 
les  deux  séries 

en 

fl,    ^a^J        a,..',      «n-i,   n„y 

on  a  donc, aussi 

L=:  a  +  û;l., 

où  A  renferme  tous  les  termes  qui  contiennent  a , 

L,  =  A,-+-«ÎL,, 

où  A}  est  l'ensemble  des  termes  affectés  de  a^  et  ainsi 
de  suite. 

i  bis.  L  =  o  est  la  condition  pour  que  l'équation  (i) 
ait  au  moins  deux  racines  égales. 

uépplications  géométriques, 

5.  A,  B,  C  étant  trois  points  en  ligne  droite,  repré- 

X     Y 

sentons  leurs  deux  coordonnées  respectives  par —*  ~; 
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X     y     a      h        y   ^  '  1»       .    , 

-»-;  -1   -î  OU  Zi,  z,  c  représentent  1  unité,  etquon 

z       z      c      c  *•  * 

adopte  en  vue  de  rhomogénéité  (i;oir tome  YII,  page  5). 
Posons  AB=  r,  AC  =  p,  nous  supposerons  que  le  quo- 
tient -  est  négatif,  si  A  est  entre  B  et  C ,  et  positif  dans  le 


cas  contn 

lire  •, 
tire 

on 

a 
X- 

-  X 

Y- 

-y  __ 

r 

d'où  Ton 

X- 

•a 

""Y 

-^"" 

? 

^(P  —  '•)  =  P^  —  'w  >     Y(p  —  p)  =  f)^  —  rb. 

En  joignant  à  ces  équations  l'identité  Z  ( p  —  r)  =  p  z — rc^ 
Téquation  de  la  droite  passant  par  les  points  .B  et  C  est 

déterminée  par  ces  trois  équations  :  connaissant  ~,  ^,  ~,  _, 

z    z    c    c 

r  X     Y 

et  le  rapport  -,  on  aura  les  coordonnées  ^  ,  —  du  point 

quelconque  A. 
Soit 

(3)  ?(X,  Y,  Z)==o 

Tëquation  d'ime  courbe  algébrique  de  degré  n,  rendue 
homogène  au  moyen  de  l'introduction  de  Z. 

Pour  trouver  l'intersection  de  cette  courbe  et  de  la 
droite  indiquée  ci-dessus,  il  faut  remplacer  X,  Y,  Z  par 
leurs  valeurs,  et,  après  avoir  multiplié  par  [p  —  r)",  on 
obtient 

(4)  (p[pj:  — m,     ^y  —  rb,     p«  — rc]  =  o. 

Développant ,  par  le  théorème  de  Taylor,  suivant  les 
puissances  de  p  et  de  r,  on  obtient 

^     '  ^    '  '  1  ^  1.2  ^  '  I.2...W 
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Cette  équation  fournit  les  différentes  Taleurs  de  -  par 

lesquelles  les  n  intersections  de  la  droite  et  de  la  courbe 
sont  déterminées.  On  a  : 


p 

=  T(-r,r 

,»), 

Px 

dx 

dy 

dp 
dt 

p^ 

"t 

-+-  i 

4', 

dz 

Pn 

=»%= 

dr 

•-h 

dpit^x 
dz 

Les  expressions  Py  pt^  ptt  •-t  Pn  sont  deô  degrés  n , 
n  —  i,n —  2,...,o,  par  rapport  aux  quantités  jc,j^,  z, 
et  des  degrés  o,i,2,3,...,ff,  par  rapport  aux  quan- 
ti tés  a ,  i ,  c .  L'équation  p  =  o  est  la  même  que  l'équation 
de  la  courbe.  Si  Ton  tire  du  point  C(a,  i ,  c)  toutes  les 
tangentes  possibles  dont  le  nombre  est  n(n — i),  les 
points  de  conuct  sont  sur  la  courbe  du  n —  i*'""  degré 
p^  ==  o.  Si  Ton  tire  du  même  point  C  des  tangentes  à 
celle-ci ,  les  points  de  contact  sont  sur  la  courbe  du 
n  —  a*'""  degré  p,  =  o ,  et  ainsi  de  suite.  On  a  nommé 
ces  différentes  courber  première ^  seconde ^  etc.,  polaire 
de  la  courbe  donnée ^  par  rapport  au  point  a^  h^  c. 

Si  Ton  choisit  les  deux^ints  B  et  C  de  manière  que  la 
droite  BC  devienne  tangente  ^  deux  des  racines  de  Téqua- 
tioii  (5)  seront  égales.  Désignons  par  L=:  o,  conmie  ci-des- 
sus, la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  l'équation  (5);  il 
est  clair  qu'en  posant  constantes  les  coordonnées  a ,  £,  c^ 
et  variables  les  coordonnées  x ,  j^,  z^  la.  condition  L  =  o 
donnera  tous  les  points  qui  ^  avec  Je  point  a ,  /> ,  c ,  dé- 
terminent les  tangentes  à  la  courbe ,  c^est4-dire  Féquation 
L  =  o  représente  Tensemble  des  tangentes  qui  passent  par 
le  point  (a y  A,  c). 
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C'est  le  théorème  de  M.  Cayley  (voir  tome  VHI, 
page  117) ,  et  qu'on  trouve  dans  le  tome  XXXIY  du 
Journal  de  M.  Crelle,  imprimé  avant  le  tome  XXXIII. 

6.  Soît 

(6)  Pi  =  o 

une  courbe  algébrique  de  degré  1  en  x ,  j,  z ,  et  posons 

dx  dy  dz 


^"^■^^-^■^^-^=^-^' 

P.+i  cl  Pi-{-t  *ont  de  degré  i —  i  et  1 —  a.  Soit  une  autre 
courbe  algébrique  donnée  par  Téquation 

(7)'  R=U/7,  +  V(/7,^.)"  =  o, 

U  et  V  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  j,  z  :  celle-ci 
et  la  courbe  pi  =  o  auront  1  (i  —  i)  tangentes  conmiunes 
passant  par  (a ,  6,  c).  En  eflet^  pour  qu'une  tangente  à 
la  courbe  (7)  passe  par  a,  & ,  c,  les  coordonnées  du  point 
de  contact  doivent  satisfaire  à  la  condition 

dYi       ^  r/R  dK 

a  ~ y.  h  -T y-  c  — -  =  o  ; 

dx  dy  dz 

ou  bien 

l    d\5       ,d\}  rfU\ 

,     (   dy     ^d\       d\\ 

Mais  les  intersections  de  />,  =;=  o  et  pi^t  =  o  satisfont  à 
celte  condition;  ce  sont  donc  i  (1 — i)  points  de  contact, 
tels,  qu'en  menant  les  tangentes  à  la  courbe  (7) ,  les  tan- 
gentes passent  par  (a  ,  & ,  c)  -,  mais  ces  intersections  sont 
sur  la  courbe  même  (7) ,  et/J.+i  =  o  indique  que  ces  tan- 
gentes sont  aussi  tangentes  h  p,  =  o. 
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'*7.  Soit  L  =  o  l'équation  des  tangentes  issues  du  point 
(a ,  & ,  c)  à  la  courbe  du  n*'"**  degré ,  de  sorte  que  L  est  de 
degré  n(n —  1)5  on  a  vu  plus  haut  (page  100)  que  L 
peut  se  mettre  sous  la  forme  pU-f-pJ  Lj  [voir  l'équa- 
tion (  5)]  ,  et  Pi  est  de  degré  n  —  i  :  donc  Li  est  de  degré 

„  ( «  —  ,)  _  a  (/i  —  i)  =  ( /i  —  i)  {«  —  a); 

de  même,  Lj  peut  prendre  la  forme  pi  Ut  -f-  pj  L, ,  où  L, 
est  de  degré  (n  —  ^)  (^  —  3) ,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc 
le  théorème  suivant  ; 

Les  n{n  —  i )  tangentes  à  une  courbe pz=zodu  n""^ de- 
gré, qui  passent  par  un  point  C ,  ont  leurs  points  de  con-- 
tact  dans  une  courbe  pi  =  ùde  degré  n  —  i  *,  elles  coupent 
la  courbe  en  n*  (n — i)  —  2  {n  —  i)n  =n[n — i)  {n — a) 
noui^aux  points  qui  sont  sur  une  courbe  Li  =  o  de  degré 
{n — 1)  (n — 2)  ]  les  courbeslu^  etpi  =  o ont{n — i)  {n — 2) 
tangentes  communes  qui  passent  par  le  point  C. 

8.  Exemple,  n  =  3-. 

p  =/(x  ,/,«)  =  fl'x=»  -f-  ^V  -h  c'z^  +  ^dx^x  ■+-  3  d'xH 

p,  =  Sy;  =  3û(«'x* -h  ey  -f->S5»  4-  2 gx^  -f-  2  rf' «:  -H  !idxjr) 
-h  Zb{dx^  -h  b' x^  -f-/V  4-  2e' /«  4-  ^gzx  -f-  2<?jr/) 
4-  Zc{d'x'  4-  tf>'  4-  <?'«'  4-  2/'/z  4-  2/3X  +  2  gxr)y 

p,  =  6/,  =  6û'  [a'x  4-  </r  +  d'^)  -h  6  ^'  {ex  4-  b'x  4-  ^'«} 
4-6c»(/x  4-/'r4-  c'«)  4-  i^bc[gX'\'e'x  -^Tz) 
4-  i2flc(<i'j^4-gr-H^)-f  I2fl6(r/x4- tfr4-^Jc), 

p,=  6/3=6a'fl^4-66'^'4-6c'c3-4-  i8£/a»^4-i8rf'a'c 

4~  i8<?6'c4-i8r'«»'a4-i8yc'fl-4-i8/'c»ft4-365'fl6c. 

Les  expressions/*,  yi  et/i  se  transforment  les  unes  dans 
les  autres  par  un  changement  des  lettres  x^y^zeia^b^c\ 
ce  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  général. 
Leséquationsy*=  o,  /,  =  o,  jf,  =  o  sont  celles  de  la  courbe 
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et  de  ses  polaires.  L'équapoii  (5)  devient 

et  L  =  o  devient 

(A)  [jf,^fj;f^^^f\  ^/A){f\  ^fjw  =  o. 

Telle  est  Téquation  des  tangentes  qui  passent  par  le  poînC 
fixe  (a,  A,  c)  :  pour  trouver  les  intersections  de  ces  tan- 
gentes avec  la  courbe ,  il  faut  combiner  cette  expression 
avec  y  =  05  alors  cette  équation  se  réduit  à 

/î(-3/î-h4//;)  =  o. 

Le  facteur/^  =  o  indique  que  les  lignes  représentées  par 
Inéquation  (A)  sont  tangentes  à  la  courbe -,  les  autre» 
intersections  sont  situées  sur  la  conique 

(B)  _3/;+4/./î  =  o. 

On  voit  que  la  conique  B  et  la  polaireyi  =  o  ont  un  double 
contact,  et  que  la  corde  du  contact  est  la  polaire  /,  =  o  ^ 
mais  en  tirant  les  deux  tangentes  de  (a ,  i ,  c  )  à  la  courbe 
y,  =  o,  on  sait  que  la  corde  de  contact  est  aussi /s  =  o; 
d'où  le  théorème  suivant: 

En  tirant  d'un  point  C  six  tangentes  à  une  courbe 
du  troisième  degré,  les  points  de  contact  sont  situés  sur 
une  conique  P  -,  les  tangentes  coupent  la  courbe  en  six 
points  situés  sur  une  conique  Q  ;  les  coniques  P  et  Q  ont 
un  contact  double,  et  les  tangentes  communes  passent 
par  le  point  C. 

La  première  partie  du  théorème  est  connue  ;  mais  on 
n'avait  pas  encore  l'équation  B  de  la  conique  Q. 
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BIBLIOGRAPHIE  (*). 


Liber  Jesod  Olam,  seu  Fundamemtum  mundi,  opus  as- 
tronomicum  celeberrimuin  auctore  H.  Isaac  Israeli, 
Hispano  ,  ex  manuscripto  denuo  ediderunt ,  textum 
emendarunt ,  notas  adjecerunt ,  nec  non  versionem 
epitomariam  veraaculam  curaverunt  B,  Goldherg 
et  L.  Rosenhranz,  Poloni.  Sectio  prior -,  Berolini, 
i848j  sectio  altéra  ^  Berolini,  1846.  Typîs  Komegîî. 

Dans  le  xiv^  siècle ,  la  science  et  la  tolérance  régnaient 
en  Espagne  avec  le  mahométisme.  L'université  talmu- 
dique  de  Tolède  était  très-iiorissante.  Dans  le  reste  de  TEu- 
rope,  l'ignorance  et  l'intolérance  régnaient  avec  le  catho- 
licisme. Le  célèbre  Rabbi  Ascher  quitta  Rottemboui^ , 
en  i3oo,  avec  toute  sa  famille,  et  s'enfuit  à  Tolède,  où  il 
devînt  chef  d'école.  Parmi  ses  disciples^  se  trouva  Isaac, 
jeune  Espagnol  de  la  noble  famille  dite  Israeli.  Il  excellait 
dans  les  calculs  astronomiques.  Ascher  engagea  Isaac  à 
composer  un  ouvrage  pour  expliquer  théoriquement  la  for- 
mation du  calendrier  judaïque,  calendrier  d'une  compli- 
cation si  extravagante,  que  le  calcul  du  nombre  de  jours 
écoulés  entre  deux  événements  est  une  opération  pro- 
lixe, exigeant  un  calculateur  exercé  \  tandis  que  dans  le 
calendrier  grégorien  un  élève  d'école  primaire  peut  faire 
cette  opération  en  quelques  minutes  {**).  Obéissant  à  Tin- 

C)  Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  les  NomveUes  Annales  de  Mathé- 
matiques se  trouvent  chez  M.  Bachelier  ,  libraire ,  quai  des  Augustins , 
no  55. 

(••)  Ce  calendrier  grégorien  serait  un  modèle  de  simplicité,  si  Ton 
avait  rendu  fixe  la  fête  pascale.  On  né  Ta  pas  fait,  par  animosité  contre  le 
judaïsme;  'on  ne  voulait  pas  que  les  deux  fèt«s  pussent  coïncider  :  but 
antÎHocial  qui  n'est  même  pas  complètement  atteint. 
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y i talion  de  son  maître ,  Isftac  écrivit  en  hébreu  le  Jesott 
Olam.  Après  avoir  donné  succinetement  les  principaux 
théorèmes  de  la  géométrie  et  des  deux  trigonométries ,  il 
expose  les  révolutions  des  corps  célestes ,  dans  le  système 
géocentrique.  A  part  quelques  excentricités,  lorsqu'il 
s'agit  de  faire  concorder  avec  la  science  certaines  asser^ 
tiens  bibliques  ou  talmudiques  (on  n'est  pas  impunément 
théologien),  Isaac  montre  partout  un  esprit  clair,  exact, 
méthodique;  ce  qui  explique  la  haute  réputation  de  cet 
ouvrage  qui  a  été  cité  récemment  en  France ,  dans  une 
discussion  historique ,  au  sujet  de  la  variation  lunaire. 
Une  première  édition ,  publiée  aussi  à  Berlin  en  1778  par 
Banich  Sklow,  est  fort  défectueuse.  Celle  que  nous  annon- 
çons, faite  avec  grand  soin,  est  d'une  parfaite  exécution. 
La  seconde  partie ,  renfermant  la  quatrième  et  la  cin- 
quième section,  les  plus  intéressantes,  a  paru  en  1846. 
On  la  doit  à  M.  Cassel.  Les  trois  premières  sections  ont 
paru  en  1848.  Le  texte  hébreu  est  précédé  d'un  résumé 
des  chapitres ,  en  allemand.  D  est  à  regretter  qu'on  n'y  ait 
pas  joint  une  traduction  complète,  soit  en  latin,  soit  en 
français.  L'ouvrage  est  terminé  par  cinquante-neuf  Tables 
astronomiques  et  quatre  planches  relatives  aux  prélimi- 
naires géométriques  et  trigonométriques ,  matière  des 
trois  premières  sections. 

Parmi  les  nombreux  souscripteurs  à  cet  ouvrage,  asse7> 
cher,  on  lit  les  noms  de  MM.  de  Humboldt,  Jacobi ,  Di- 
richlet,  Borchardt,  Ideler,  etc.  Si  Ton  publiait  un  sem- 
blable ouvrage  en  France ,  nos  savants  les  mieux  rente» 
s  empresseraient  les  premiers  à  ne  pas  souscrire,  et  cela 
par  un  motif  très-pieux  :  l'Évangile  dit  qu'on  ne  doit  pas, 
qu'on  ne  peut  pas  servir  à  la  fois  deux  maîtres.  Dieu 
cl  Mammon  (*).  Or  nous  sommes  devenus  très-évangé- 


(  *)  Mo(  araméen  qui  signifie  de  l'argent  monnayé  :  nrfçentmn  sifÇMiium, 
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liqueS)  nous  ne  servons  qu^un  maître.  Ce  précieux  ouvrage 
d'astronomie  du  moyen  âge  exîste-t-il  à  la  Bibliothèque 
astronomique  de  l'Observatoire  national?  Le  doute  est  per- 
mis. Quant  à  la  Bibliothèque  nationale ,  le  doute  n'est  pas 
permis  ]  le  livre  n'y  est  pas.  Cet  établissement  a  la  préten- 
tion follement  impossible  d'accumuler  dans  un  local 
Jini  le  nombre  indéfiniment  croissant  des  productions 
de  l'esprit  humain ,  et  toutefois  on  ne  rencontre ,  dans  le 
personnel ,  ni  géomètres ,  ni  physiciens ,  ni  naturalistes  , 
ni  médecins ,  etc. ,  enfin  aucun  homme  voué  spécialement 
à  une  de  ces  sciences.  Si  l'on  veut  s'obstiner  à  ne  pas  éta- 
blir séparément  des  bibliothèques  spéciales  ^  si  Von  veut 
s'obstiner  à  conserver  une  bibliothèque  universelle  et  à 
faire  croître  sans  cesse  ce  monument  fatalement  voué  au 
chaos  et  au  désordre; -en  cet  état  de  choses,  on  devrait 
charger  officiellement  les  cinq  académies  d'indiquer  cha- 
que année  les  ouvrages  étrangers  à  acquérir ,  par  voie 
d'achat  ou  d'échange  :  mesure  simple ,  qui ,  par  consé- 
quent ,  ne  sera  pas  adoptée  ('*'). 

LIMITE  SUPfiRIBORR  DBS  RAGMBS  POSITiVBS 

(Toir  t.  I,  p.  t4é): 

Par  m.  MOURGUES, 

Professeur  au  lycée  de  Marseille. 


1 .  La  solution  la  plus  expéditive  et  la  plus  immédiate 

,n — n 

est  donnée  par  la  formule  i  -f-  ^,  S  étant  le  coefficient  né- 
gatif majeur,  et  n  le  degré  du  premier  terme  négatif. 
Mais  cette  formule  a  l'inconvénient  de  donner  en  général 
une  limite  beaucoup  trop  élevée.  Il  s'agit  de  la  rendre 

(*)  La  démonstration  de»  célèbres  TormuleB  Pascales  de  Gauss  n'est 
pas  encore  connue  en  France. 
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plus  avantageuse  par  une  modification  qui  consiste  à 
i*emplacer  S  par  un  nombre  bien  plus  petit ,  à  la  forma- 
tion duquel  concoureht  tous  ou  presque  tous  les  coeffi- 
cients de  Téquation. 

2,    Lemme.    Pour  toute  valeur  de  x  supérieure  au 
nombre  positif  a,  on  a  la  relation 

x"  H- X'' -f-  .  .  .  -H  j:*" -H  x'      rr     fl" -f- fl ''-+-...  H- fl»" -t- «' 

71,  p,. .  .r,  t  étant  des  nombres  entiers  positifs  décrois- 
sants, et  N,  P, . .  .,R,  T,  des  nombres  positifs  tels,  que 
chacun  d^eux  soit  au  moins  égal  à  celui  qui  le  précède. 
Démonstration.  On  a  d'abord 

Nje>H-Px^  _N(x"-4- jr/^)-h(P-— N).r/'__  P— N 

af*-^xP  •  3f-\-xP  jc'*-P'\-\ 

Or,  pour  x  positif  et  croissant,  cette  dernière  quantité 

est  constante 

pour  x  >  a , 


est  constante   ou  décroissante,   puisque  P      N^donc, 


x^-\-xP      :=:z     a'^-^aP 

Si  maintenant  nous  supposons  démontrée  la  relation 

^x'^-hpxP  -{-  , .  .  -hR^'^  <N<i"-4-PflP-h...H-Rg'^  ,_     , 
j:« -4- x/»  -f-  .  .  .  -H  x'"       =    «"-!-«''+...  -f-û""     '"" 


OU 


PÎj:«-f-Px/'-+- hRx'_;A(A'"-+-j:/'  +  ...-H.i')' 


nous  aurons 

yj^-4,Px/'H-...-f-Rx"-4-Tx^<A(j''-4-J:^-h...-*-.g'')  +  T3!r^ 
^-f-xA'-h  .  .  . -h^-h-îc'         =    X" -f- a:'' -f- .  .  .  -I- ar*"  H- x' 
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Or  A  est  au  plus  égal  à  R  et ,  par  suite ,  au  plus  égal 
à  T,  puisque  sa  valeur  est  Fégal^  ou  uiie  moyeane  des 

fractions  escales   ou  croissantes 9 v»  — --\  donc, 

°  a"      aP  a^  ^ 

pour  X  croissant  à  partir  de  a,  la  dernière  quantité  sera 

constante  ou  décroissante.  Par  suite  , 

Nj:"-4-P^P-4-...4-Rj?^-hTj7^<;Nfl'»-t-Pfl^-h...H-Rfl''4-Tg' 

comme  on  voulait  le  démontrer. 
Si  Ton  pose 


fl«  -f-  a/^H-  .  ,  .-h  û''  4-  «'  «"-'4-  rtr/'-'-f-...4-  û^^'-M 

la  relation  pourra  s'écrire 

Nx"^  Px/'4-. .  .H-  Rar'--h  Tx'  _  K(*"  -h  jc/'+.  •  •  4-  ^4-  x')- 

3.  Soit  une  équation  où  les  signes  des  tenues  négatifs 
sont  mis  en  évidence  : 

a:-»4-Cj:*^4-Hx*— No*...— N^x/»...— Nr*"...— N/a:'...=o. 

Si  les  nombres N,  Np, . . . ,  N^,  N«  ne  soat  pas  tels^  que  cha- 
cun d'eux  soit  au  moins  égal  a  celui  qui  le  précède,  en 
les  remplaçant  par  des  nombres  N,  P, . . . ,  R,  T,  remplissant 
•cette  condition ,  on  augmentera  la  sonune  absolue  des 
termes  négatifs  pour  une  valeur  quelconque  positive  de  a:. 
Donc  on  aura  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  la  proposée  dans  toute  valeur  de  x^  à  partir  de  l^ujuelle 
sera  satisfaite  la  relation 

x*4-Ca:^4-HjB*>N.r"4-P«''4-  ...  4-Ra^4-Tx'. 
Or  cette  relation  sera  satisfaite  par  toute  valeur  posi- 
tive de  X,  supérieure  à  CT  2,  qui  satisfera  aux  suivantes  : 
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>K{x'+x'-'...+x  +  t), 


>K 


J? I 

JC I 


x" 


-f-Ca:'-"-  -f.H*^'--> 


R 

X — 1 


X — i 
(x  —  1  )  — "  4-  Cû'— -  -+-  H  fl*-"-  >  K , 

m — n 

Une  limite  supérieure  des  racines  positives  est  donc  le 
nombre  qu'on  obtient  en  donnant  à  a  une  valeur  quel- 
conque, non  inférieure  à  2,  dans  la  formule 


-hflA^'  .  .  .  4-a'^'+  I 


N  étant  le  premier  coefficient  négatif ,  et  P,  Q,. . . ,  R,  T, 
les  autres  coefficients  de  même  espèce ,  ou  ces  coefficients 

modifiés  de  telle  sorte  que  P  ~  N,  Q  ~  P,  etc. 

4>.  Dans  les  applications  de  cette  formule ,  on  commen- 
cera par  faire  a  égal  à  2  ou  à  3.  Si  une  pareille  substitu- 
tion donnait  pour  L  une  valeur  assez  élevée,  on  rempla- 
cerait a  par  l'un  des  nombres  4^5,. ..,8,9,  10,  qui  se  prê- 
tent à  un  calcul  rapide.  La  limite  serait  ainsi  abaissée  , 
car ,  en  vertu  du  lemme  lui-même ,  K  diminue  quand  a 
augmente.  11  reste  constant  dans  le  seul  cas  où  N  est  le 
coefficient  négatif  moyen ,  car  alors  N  =  P. .  .=  R=T,  et, 
par  suite,  K=N. 
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Exemples  ;  i"*. 

x'  -4-  lo  J?*  —  1 2 X*  —  48 JP'  —  5o  j:  —  24  =  ®> 


^  a  /  12  <7*  +  48fl*  ■+-  5o  a  -h  5o 

^""  ^"^V  <23  -H  <»'  4-  «  -t-  1 


10. 


Pour  a  =  2, 


Pour  a  =  3, 

2°. 

jc'  H-6««— 5x*— 23x*-h  i5jr»H-36ar^—  i  i5jc -*- 48=0, 


.  /5a*-+-23ûr»-4-  ii5       ^ 

L  =  I  4-  1/ r^ z 6. 

V         «*  -h  fl*  H-  I 

Pour  a=  2, 
Pourra  =  3, 

5.  Jusqu'à  présent ,  nous  n'avons  pas  tenu  compte  des 
termes  positifs  compris  entre  les  termes  négatifs  extrètnes  ; 
mais  on  peut  les  metlre  à  profit  pour  diminuer  les  coeffi- 
cients des  termes  négatifs  qui  les  suivent  :  de  cette  manière, 
tous  ou  presque  tous  les  coefficients  concourent  à  la  forma- 
tion de  la  limite.  Cest  ce  qu'indiquent  les  exemples  sui- 
vants : 

1°. 
X®  —  Sx'  — i3a' — 12  X* — 5.r^ — 20 X*  —  27X=»  — i5j:*-hi  =0. 
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Eli  scindant  5x*  en  deux  parties,  2T*  H-  3a:',  Téquation 
peut  s'écrire 

Pour  toute  valeur  de  x  supérieure  au  nombre  positifs,  la 
somme  des  termes  négatifs  sera  inférieure  à 

5x«  +  i3ar'-hi2««+(20— 2a)**  +  (27  —  3a»)  j^  H- ï5  .r>. 

En  donnant  à  a  une  valeur  particulière,  2  ou  3,  certains 
coefficients  négatifs  dans  la  proposée  se  trouveront  dimi- 
nués, et,  par  suite,  la  valeur  de  L,  où  il  faudra  donner 
à  a  une  valeur  non  inférieure  à  2  et  à  a.  En  faisant  «  =  2, 
e!  rt  =  2,  on  trouve  L  =  10. 

x»  —  a:'  —  2x«-^4-'^*  —  3x*  -^  2x^  —  8x»H-5jr—  4^  =  <^5 

elle  peut  s'écrire 

*»— jt'-— 2  x«-|-4**~3  j:-*  —  (8  —  20:)  ar'--(4o  —  5x)  =  o. 

Pour  X  supérieure  à  a  ^  i ,  x'  détruit  —  3  a:* , 

8  —  2x<^8 — 2a,      et     4^  —  5jc<C^O — 5a; 
la  somme  des  termes  négatifs  est  donc  inférieure  à 

jt'  -h  2  JC*  +(  8  —  2  a  )  j:'  -t-  40  —  5a. 

En  faisant  a  =  2  ,  puis  a  =  2  dans  L ,  on  aura  L=  3. 
6.  Scolie.  Il  pourrait  se  faire  que,  pour  une  valeur 

de  «  ^  2  ,  la  quantité  R  —  Ca^""-*  —  Ha*-"-*  fût,  dans 

certains  cas,  inférieure  à  — i  et  même  inférieure  à  zéro. 
Alors,  la  dernière  inégalité 

(a:  —,)—">  K  —  C ««-"-'  —  Ha*-«-' 

serait  bien  vérifiée  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  a  ; 
mais  cette  inégalité  n'impliquant  la  première  qu'à  condi- 
tion de  considérer  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a  ,  c'est 

Ann,  de  Mathémat.,  t.  IX.  (Mars  i85o.)  B 
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le  nombre  a  lui-inème  qu'il  faudrait  prendre  pour  limite 
dans  ces  circonstances. 

7.  Nous  terminerons  ces  considérations  sur  une  limite 
supérieure  des  racines  positives ,  en  posant  une  règle  qui 
permet ,  dans  plusieurs  cas ,  de  reconnaître ,  pour  ainsi 
dire,  à  vue,  que  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
est  l'un  des  petits  nombres  2 ,  3 ,  4  9  dont  on  peut ,  en 
général,  se  contenter. 
.  Soit  une  équation,  où  les  signes  sont  mis  en  évidence, 
jp-^h-C*'  -hHx*—  Nx*...  —Sx'..,  =0, 

S  désignant  le  coefficient  négatif  majeur. 

Une  valeur  de  x  ^  a  sera  une  limite  supérieure  si ,  pour 

toute  valeur  supérieure,  on  a 

x«-f.  Car'-h  H^>S(x"-hJc'-'.  .  .  -h.r  4-  i), 

>sfn:il, 

donc  a  "Ta  sera  une  limite  si,  pour  des  valeurs  ^pé- 

rieures  de  x ,  on  a 

/!"•-«-'  x"+'  -i-  C ««-"-'  jc"-*-'  -h  Urt^'^'  x"^-'  >  Sa"-»-', 
a^-n-\  _^  Cfl^-"-'  -h  Ha*--"-'  >  S. 

De  là  cet  énoncé  : 

Le  nombre  a,  non  inférieur  à  ^^  est  une  limite  supé- 
rieure lorsque  le  coefficient  négatif  majeur  ne  dépasse 
pas  la  somme  des  premiers  termes  positif  s ,  après  rempla^ 
cernent  de  x  par  a  et  soustraction  faite  aux  exposants 
de  V exposant  plus  un  du  premier  terme  négatif 

Exemple  : 

X* -+- 5oa:*  —  4^'^  —  49^' —  5?  •r— 39  =  0. 
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La  règle  donne 

«  -h  5o  >  52  ; 

donc  2  est  une  limite  supérieure. 

Ici,  comme  précédemment,  on  pourra  profiter  des 
termes  positifs  compris  entre  les  termes  négatifs  eicti'èmes 
pour  la  correction  de  termes  négatifs  suivants. 

Exemple  : 

jc'-h  i8x»  — 13  x'—  i6x«+x*  — 20X*  — 27X*—  i5«'4-8x— 4"=o- 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 
x»H    iSjc* —  i3x' —  i6x«  —  2oa:<  —  (27  — x')j7»  —  iSx*  —  {4i— 8x)  =  o. 

Or,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  au  nombre  positif  a^ 
la  somme  des  termes  négatifs  est  inférieure  à 
i3x'  H-  i6x«-f-20x*-|-(27--a»)x»^-  i5x»-î-  (4i  —8a). 

Pour  âE  =:  3 ,  le  coefficient  majeur  est  20. 
La  règle  donne  alors 

fl  -f-  18  >  20. 

Mais  les  valeurs  de  x  considérées  étant  supérieures, 
d'tme  part,  à  a  ==  3,  et,  d'autre  part,  devant  être  supé- 
rieures à  a ,  on  ne  peut  pas  donner  à  a  une  valeur  infé- 
rieure à  3.  Ce  nombre  3  vérifiant  l'inégalité,  il  est  une 
limite  supérieure  des  racines  positives. 


RECTIFICATION 

(Toir  X.  VIII,  p.  M). 


Le  lecteur  attentff  aura  remarqué  facilement  une 
inadvertance  qui  mène  à  une  conclusion  fausse.  Le  cercle 
osculateur  en  A  ne  peut  passer  par  B.  Nous  verrons 
prochainement  que  l'équation  du  troisième  degré  a  tou- 
jours trois  racines  réelles. 

8. 
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SeUiTieN  DR  LA  «OBSTION  ÎU 

(Tolr  t.  VIII,  p.  107); 

Par  m.  E.  GLERE, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussée». 


Trouver  des  nombres  rationnels  qui  satisfassent  aux 
équations 

*'  — r'  —  I  =  tt'. 


Retranchons  la  seconde  équation  de  la  première,  il 
viendra 

27»  =  z^  —  u*. 

Supposons^ 

décomposé  en  deux  facteurs  />,  7, 

alors 

y=pg; 

Posons 

(z  +  a)  («— «)  =  2/;'^^ 

2  -h  «f  r=  2  <^%    z  —  «  =r /f»  ; 

on  en  tire 

«                       * 

2 

*            2 

Actuellement,  la  condition  que  j:doit  aussi  être  ra- 
tionnel va  nous  permettre  de  faire  disparaître  l'une  des 
indéterminées  p^  q^  de  sorte  que  nous  aurons  x^y^  2 ,  u 
eicprimés  en  fonction  d'une  seule  indéterminée. 

Pour  cela,  substituons  les  valeurs  de  j^  et  de  z  dans 
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la  première  équation 


.  j.^  ^^  ^ ,  ^("^^^py  ^^^'  -^  4p'r  -^p\ 


, 4  +  4?*+/^* 

4 

Pour  que  x  soit  rationnel ,  il  faut  que 

4 -+-4^'+/^* 

soit  un  carré  parfait ,  ou  que 

4  9*  =  4/^% 


a 


Jors 


On  a  alors ,  pour  valeur  des  quatre  inconnues  , 


7* 

2 

'  2 

/*  =  o»  —  ?-. 
2 


En  donnant  à  ^  une  valeur  rationnelle  quelconque , 
on  aura  des  valeurs  rationnelles  de  or,  j,  -z ,  u.  Et  si  Ion 
veut  avoir  des  valeurs  entières  pour  ces  inconnues ,  il 
suffira  de  prendre  pour  ç  un  nombre  pair. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  Ton  pourra  prendre  le 
signe  que  l'on  voudra  pour  x^y^z^  u. 

Note.  Le  Lilavati  dont  cette  Question  est  tirée,  donne 
les  solutions  suivantes  : 
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pour  des  nombres  rationnels,  et 

pour  des  nombres  entiers.  Cette  dernière  partie  de  la  so- 
lution s'accorde  seule  avec  la  précédente,  par  la  raison 
qu'en  faisant  yz=:pç  ^  on  suppose  tacitement  qu'il  s'a- 
git de  nombres  entiers;  tandis  qu'il  faut  rendre  a^*-H«' 
un  carré  parfait  parles  méthodes  connues,  sans  la  décom- 
position en  facteurs  ;  faire ,  par  exemple , 
2  j' -h  II.»  =r  (a  H- rj)%  etc 


KXBRGIGIS  SUR  VU  SYSTÉin  DE  ODATRB  POINTS  EN  LIGNE 
BROITE; 

Par  m.  G.-J.  DOSTOR, 
Docteur  es  sciences  mathématiques. 


Les  quatre  points  en  ligne  droite  sont  désignés  par  les 
lettres  respectives  A ,  B ,  A',  B',  et  les  milieux  des  dis- 
tances A  A',  BB',  par  a  et  |3. 

(i)       *  AB  -+-  BA'4-  A'B'  -4-  B' A  (*  )  =  o. 
(a)       AB. A'B'  -h  AB'.BA'  —  AA'.BB'  =  o. 

Ab'  — ÂTb''  =  (  AB'  —  BA' )  ( AA'  —  BB'), 

(3)  ]  ÂB''  -  BÂ''  =  (AA'  ^  BB')  ( AB  ^-  A'B'), 
ÏA^'  —  BB''  =  (  AB  -  A'B')  (AB'  -h  BA'). 
ÂB*  -h  A^'*=  ÂB''  -+.  BA''  ~  a  AA'.BB', 

(4)  {  âb'Vbâ^'  =  ââ''-+-bF'-+2AB.a'b', 

AT*  -h  BB^'  =  AB'  -h  Â7W-h  a  AB' .  B  A' . 
(5)       aI'— Ba.BV  =  Bp'-T-Ap  A'f. 

(^  )  Les  distances  positives  sont  prises  dans  le  sens  AB',  et  les  distances 
nécpatives  dans  le  sens  B'  A ,  de  sorte  que  B'  A  =  — .  AB'. 
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2AB'.A'B-^   AA'.BB'=L(Â1;'-B«.B'«)  =  2(bp'-AP.A'p). 
AB'.A'B—  AB  A'B'=  ) 

^^j      l  AB  .  AB'rrzAA'.Ap— (Fp'— Ap  A'p)  , 
{  A'B.A'B'  =  AA'.A'p-h(Bp'-.Ap.A'p). 

(8)  AB.AB'4-A'B.A'B'  =  Âp'  — rp'. 

..     I  Fb'.ap-âb'\a'p=  )      ._,  V 

(9)  )  .  _,       ^      îaa'(bp  —  aô.a'p). 

(  A'B'.Ap-AB   .  A'p=  )  ^  ^ 

(10)  (Âr'-lB')A'p=:(FB^'^Â^')Ap. 

(11)  (AB' -^  AB)A'p=(A'B'  — A'B)Ap. 

AA'.AB.A'B  =  AB.Fff'-HA'B.ÂF'  — AA'.bFS 


(12)        ^  _  ,  ^    . 

A  A' .  AB' .  A'B'=  A'  B' .  AB*  —  AB' .  A'  B  V  AA' .  BB' 
(i3)  PB.PB'.AA'=:PÂ7\aP-PÀ\a'P  — AA'(bp'  — Ap.A'p). 

Dans  cette  dernière  formule,  P  désigne  un  point  quel- 
conque de  la  droite  ABA'B'. 


Slllt  LA  DiFFÉRENTlATION  SES  FONCTIONS  W  FONCTIONS^ 

Par  m.  t.   a., 

Ancien  élère  de  l'École  Polytechnique. 


i .  Dans  les  ouvrages  élémentaires  de  calcul  diflercniicl , 
on  donne  la  manière,  d'obtenir  les  dérivées  successives  des 
fonctions  de  fonctions;  mais  on  ne  donne  pas  la  loi  de 
ces  dérivées  indépendamment  les  unes  des  autres.  Ainsi , 
étant  données  les  deux  équations 

z=Fix),   r=/(x), 
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on  enseigne  bien  à  trouver  successiyement 
dz       d^ 
dx       dx^ 

mais  on  ne  donne  pas  le  moyen  de  calculer  immédia- 

tement  -^  »  sans  passer  par  les  dérivées  —  »   -^-5-  >  •  -  •* 

d^'z 
da^'  ' 

Cependant ,  dès  que  l'on  sort  des  éléments ,  et  qu'on 
veut  appliquer  le  calcul  différentiel  aux  développements 
de  fonctions  un  peu  compliquées,  développer,  par  exem- 
ple, le  polynôme  (a-hbx+cx*  H-.  ..-^px"")"  suivant 
les  puissances  de  or,  on  sent  bientôt  la  nécessité  de  con- 
naître la  loi  que  suivent  les  dérivées  successives.  Non  pas 
qu'on  ne  soît  parvenu  jusqu'ici  à  ces  développements , 
mais  les  moyens  employés  pour  cela  sont  détournés, 
fondés  souvent  sur  des  démonstrations  peu  rigoureuses , 
comme  celles  d'Arbogast,  et  quelquefois  même  unique- 
ment sur  F  induction. 

Cette  lacune  a  d'autant  plus  lieu  d'étonner,  que  la  re- 
cherche de  - —  est  assez  facile,  comme  on  va  le  voir. 

Soient  les  deux  équations 

z  =  ¥{x),     J=<f{^). 
On  aura 

|  =  ru).,'(,), 

g=F'(r)t"(*)-HF"(r)f(*)% 

(')  £^  =  ^'  ^'  (■^)  +  *'  ^"  (J-)  +  •  •  •  +  A.  F<»)  (x), 

Â|,  At,. . . ,  A„  étant  des  coefficients  qui  dépendent  uni- 
quement de  <f  (x)  et  nullement  de  la  fonction  F  (y)  » 
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comme  il  est  facile  de  le  prouver,  en  montrant  que  si  cette 
loi  est  vraie  pour  la  dérivée  (^i)**"**,  elle  est  vraie  aussi  pour 
la  dérivée  (n-hi)''""'. 

D'après  cela,  pour  déterminer  les  coefficients  A  i ,  Â  i , . . . , 
A„,  il  suffira  de  remplacer  F  (/)  par  une  fonction  quel- 
conque de  y^  e'^'^par  exemple,  et  dans  ce  cas  les  coef- 
ficients Al,...,  A„  seront  les  coefficients  qui  multiplieront 

pe^^ y  /^'e^",... ,  /?"  e'^  dans  l'expression  de  --r-;^'  Reste 


donc  à  trouver 


Pour  cela,  j'observe  que  si  nous  développons  e''''^*"^ 

suivant  les  puissances  de  h  , sera  le  coefficient 

^  I  .2.3. .  ./i 

de  A"  dans  ce  développement.  Or 


2  ^ 
h} 


En  développant  ^"^  ^*^*,  e''''*^"  '%. . . ,    et  effectuant  k 
produit ,  on  aura  pour  le  terme  général 


^p^i'h 


I .2.3.. 


I  .2.3..    /?!,    1.2.3.../ 


1.2.3...W„  ' 

par  conséquent ,  si  Ton  pose 

/»,  -h  2  m,  -f-  3  /«a  -f-  ...  -h  /t  m.  =  /? , 


Digitized  by 


Google 


(  •"  ) 

le  coefficient  de  A"  sera 


2.3...n      ~  ^  1.2. 3...  m, 


^^  __  -A'fC')  V'„'W,-*-ifi,H H-ni, 


r£(f)i'"'     r  y^"H-^)  "I" 


I  .2.3. . .  ms'  1 .2  3. .  ./ifn 

De  plus ,  il  est  évident  que  pour  avoir,  dans  cette  équa- 
tion, le  coefficient  de  p""  e^j  ou  A„,  il  ne  faudra  prendre 
que  les  termes  pour  lesquels  on  aura 

m,  -h  /Mï  H-. .    .  -H  'Wi,  =  w. 
Donc  5  en  définitive  ,  on  aura 

A«  =  1.2.3. . .  w  5,      '    »   ' 

.i^  I    2.3    . .///, 


X 


L».aJ  L1.2.3.../1J 

I  .  2  .  3  .  .  .  /7/,        *  *       1.2    3     .  .  /Wn 


//il ,  /lit ,  . . .  ,m„  étant  des  nombres  entiers  et  positifs  (y 
compris  zéro)  qui  doivent  satisfaire  aux  équations 

/;*,  -I-  2 /!/,  H-  3  Wa  -h  .  .  .  -f-  nm^  =  w, 
w,  -4-    iWi  H-     /W3 -h    w,  =  m. 

Telle  est  la  solution  du  problème.  On  peut  la  mettre 
sous  une  autre  forme  qui ,  quoique  moins  commode  pour 
la  pratique ,  est  cependant  plus  concise. 

En  effet,  en  examinant  la  marche  suivie  plus  haut,  on 
verra  qu'on  a  d'abord  cherché  dans  le  développement 

dee     L  «.^       J=:c  le    terme 

en  A";  et,  dans  ce  terme,  on  a  pris  seulement  ce 
qui  était  multiplié  par /y".  Or  Ton  peut,  évidemment, 
faire  r  inverse,  chercher  d'abord  le   terme  en  p"*  dans 


Digitized  by 


Google 


(..3) 

le  développement  de  e  ** ''    ;  ce  terme  est 

[ti*  +  f')-f{*)]' 
1.2.3.  .  •m 

et  puis  ne  prendre  dans  ce  terme  que  ce  qui  est  multiplie 
par  A",  ou,  comme  ^(x-hh) — <f(x)  est  divisible  par  A, 

r<p(x-+-/i)~y(jrn"' 

le  coefficient  de  A**"*"  dans  la  fonction = —  • 

1.2.3. .    m 

Or  ce  coefficient  est ,   d'après  le  théorème  de  Taylor, 

^-"  ry(x  +  /o  — y(xn* 

— ;; —   (le  atéro  placé  en   flanc   mar> 

1.2. 3. ../i  —  m  ^  '^ 

quant  qu'on  doit  faire  h  =  o  après  les  diflerentiations). 

On  aura  donc 


__  1.2    3 


"ÏÛf- 


i.a.3...(n  —  nt)i.2.3...m  dh"^" 


']: 


1.2.3.../»  r/A"-*" 

On  peut  encore  trouver  ^-j-  par  d'autres  considéra- 
tions. 

En  nommant  i  Faccroissement  de  y  correspondant 
à  l'accroissement  A  de  x,  on  aura 

et 

en  supposant  que  dans  F  (j*)   on  ait  remplacé  ;^  par 
9  (x) ,  et  changé  ensuite  x  en  x  -h  h. 
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Remplaçons  i  par  sa  valeur  dans  réquation  ci-dessus, 
en  observant  que  y  (x  +  A)  —  (f[x)  est  divisible  par  h ,  el 
que  par  suite  le  terme  en  A"  dans  i*"  est 

1 . 2 . 3 .  . .  /t  —  m  dh'*-'^ 

et  identifiant  les  termes  en  /i",  on  aura,  en  posant  pour 
abréger, 

h ~®' 


H 5— H 


1.2.3.  ../I  1.2    3.../1 — 1         1.2.3...  /t — 2 

1.2.3...  m      dA«-«  F^^^rriro-,, 

i.2.o«../f  —  m  1.2.3... 

ou  bien 

Supposons  maintenant  qu^on  ait  les  trois  équations 

z=rF(r),    r  =  ?W,    «  =  /(«)» 

ou 

«  =  *(j:)  =r  n(«). 

En  posant,  comme  précédemment, 

Â -^' 
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on  aura 

ai  donc  nous  posons  de  nouveau  -^ — =^-^  =  w , 

nous  aurons 

Remplaçant  Ui,  U,,...,  U„  parleur  valeur,  on  trou- 
vera facilement  la  loi  pour  les  foùctions  de  fonctions  de 
fonctions  ,  et  ainsi  de  suite  pour  un  nombre  quelconque 
de  fonctions. 


ANNONCE  (*). 

Application  de  l'Algèbre  a  la  Géométrie;  par  E,  Ca- 

talatij   professeur  de  mathématiques  supérieures  au 

lycée  Charlemagne,  etc. 

Cet  ouvrage,  destiné  auï  candidats  à  FEcole  Poly- 
technique et  à  l'Ecole  Normale,  est  lithographie  par 
Clouet.  Il  parait  deux  ou  trois  feuilles  par  semaine. 

On  souscrit  chez  l'auteur,  place  de  l'Estrapade,  n"  i. 
Prix  de  la  souscription  :  lo  francs. 

(*)  Tous  le»  ouTrageB  annoncés  dans  les  Nouvelles  AnnaUt  de  Maihé^ 
matiquet  se  trouyent  chez  M.  Bacbelikr,  libraire,  quai  des  Augustin», 
no  55. 
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TÉTRAGONONÉTRIE 

D\pBès  CARNOT. 
(Géométrie  de  position,  p.  387.) 


(Voir  tome  IX.  page  e. } 


Soit  le  quadrilatère  ÂBŒ)  ^  désignant  par  a,  £,  c, 
d^  x^  j  les  côtés  successifs  AB,  BG,  CD,  DA  et  les  dia- 
gonales AC,  BD^  angle  BAC  =  «  \  angle  CAD  =  (3. 

Les  triaYigles  BAC ,  CAD,  BAD  donnent 

(i)  è' =  «»-h  JP^  — 2fl*cosa, 

(2)  /;'  =  f/'  -f-  X*  —  idx  ces  B, 

•      (3)  >''  =  <2' -h//'— aa^cosA; 

et  Ton  a 

(4)  "A  =  a4-p. 

L'équation  (4)  donne 

cos  A  =r  cos  a  ces  p  —  sin  a  sin  6  ; 
d'où 

(5)  I  —  ces'  a  —  cos'  p  —  cos'  A  •+-  2  cos  a  cos  p  cos  A  =:  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer,  dans  cette  équation  (5). 
les  valeurs  de 

cos  a,  cos  p,  cos  A; 
or 

£1»  -f-  x'  —  6'  ^       //'-f.  r'—  c'  <!»  ^  rfi  —  Y' 

cosa  = >     cosp  = , ?     c-osA=  ; — =-- 

7.ax  ^  idx  lad 

L'équation  (5)  devient 

4  A'c' X' H- (  A'4- c' —  ^' )  (c' ^- jr' —  ^')  (*' -h  x' —  fl') 
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réduisant,  on  obtient 

(«'  c*  H-  a*  c»  4-  A*  «?'  4-  b'd'  4-  x'y'  4-  ^r') 
4-(a»6»x»4-a*rf'j'4-  Z»»c»^=4-c'^^:c>) 

4- ^'r'£/' 4- 6'r/»  j:^4- *'r/'^»4-^'**r'4-c»x»^'4-^«:ci^>. 
La  loi  de  formation  est  évidente. 

n  est  à  observer  que  cette  équation  ne  contient  que  les 
deuxièmes  et  quatrièmes  puissances  des  lettres  qui  y  en- 
trent ;  de  façon  que  si  Ton  donne  cinq  éléments  d'un  qua- 
drilatère, le  sixième  sera  donné  par  une  équation  bi-car- 
rée,  résoluble  comme  équation  du  deuxième  degré. 

Comment  réduit-on  l'équation  du  seizième  degré 
(voir  p.  lo)  à  celle  du  quatrième? 

Observation.  La  même  méthode  s'applique  au  quadri- 
latère sphérique.  Il  faut  partir  de  l'équation 

ces  fl  =  CCS  ^  cosff  4-  sin  b  une  cos A  ; 
il  serait  utile  d'en  donner  le  développement. 

Observation.  La  formule  pour  le  quadrilatère  recti- 
ligne  a  été  donnée  par  Euler,  Lexell ,  Carnot.  Biômsen 
n'en  parle  pas  dans  sa  Tétragonométrie  5  il  ne  considère 
que  les  cas  où  un  angle  est  donné  :  ce  qui  donne  lieu  à 
quarante-deux  problèmes ,  non  compris  les  cas  particu- 
liers. 


CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


Sur  les  intégiules  d'une  équation  différewtielle  du 

PREMIER    ORDRE  A    DEUX   VARIABLES  \   par    M.    le  profcs* 

seur  Raabe.  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Ini^estigateurs  de  la  nature  y  à  Zurich,  en  alle- 
mand^ 1848.) 

C'est  une  Note  que  M.  E.  Catalan  a  insérée  dans  le 
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xin*  Cahier  du  Journal  de  VÈcole  Polytechnique,  qui 
est  l'objet  du  présent  Mémoire. 
Soit 

une  équation  6nie  entre  deux  variables  x,  j  et  une  con- 
sume a  j  différentiant  cette  équation  et  éliminant  a,  on 
obtient 

(2)  F'(x,>-,/)  =  o. 

a  ayant  une  valeur  quelconque,  Téquation  (i)  est  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (2),  et  correspon- 
dante à  cette  valeur  5  mais  si  Ton  élimine  a  entre  l'équa- 
tion (i)  et  Tune  quelconque  des  deux  équations 

(3)  '-^^  =  ». 

(4)  — -dFi  o' 

on  obtient  des  équations  qui  sont  aussi  des  intégrales  de 
l'équation  (  2) ,  désignées,  d'après  Lagrange ,  sous  le  nom 
d'intégrales  singulières. 

M.  Caulan  a  fait  voir  que  le  résultat  de  réliminatiou 
entre  {i)  et  (4)  ne  donne  pas  toujours  des  intégrales  ni 
singulières  ni  particulières. 

Exemple.  Soit 
(,)      .  F(jr)  =  x-f-fl  — v/3  — (2^  — «)  =  o. 

L'équation  (2)  devient  3.t/'  —  6//  -f-  x+  2/  =  o  ^ 
l'équation  (4)  donne  2j  =  a,  ce  qui  réduit  F(x)  à 
x-f-2r  =  Oî  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équa- 
tion (2).  M.  Raabe  ajoute  que  le  résultat  de  Télimina- 
lion  de  la  constante  entre  les  équations  (1)  et  (3)  est  sujet 
à  la  même  restriction.  En  effet,  soit 

;3)  F(^)  =a(x^Y)  -4-  V^i  — r'  4-  V^l  —  a:'  =r  o; 
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c'est  l'intégrale  complète  de  Téquation 

(4)  -jJ~=.^-J==o: 

faisant  usage  de  Téquation  (  3  ) ,  on  parvient  au  résultat 
X  —  J^  =  o ,  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  Téquation  (a) . 
Il  s'agit  de  trouver  la  cause  de  ces  restrictions. 

Lorsque  l'équation  (i)  a  la  forme  explicite 
(0  y=/[x,a), 

rélimination  de  a  entre  cette  équation  et  Téquation 

donne  toujours  une  solution  singulière,  sans  aucune  res- 
triction. Lorsque  la  forme  est  implicite,  on  a 

dYix,  j,  a) 
.  ^.  dy  da 


da  dF  (jc,  r,  a) 

Si  Ton  combine  donc  une  seconde  équation  entre  x ,  j^,  a , 
avec  l'équation  (i),  et  que  Ton  élimine  «,  si  le  résultat 
est  tel  que  le  second  membre  à  droite  de  l'équation  (6) 
s^anéantisse ,  alors  on  en  tire  la  solution  singulière;  mais 
ce  second  membre  ne  devient  nul  qu'en  posant  le  numé- 
rateur égal  à  zéro ,  pourvu  que  le  dénominateur  ne  de- 
vienne pas  zéro  aussi  :  car  alors  -^  =  -»  et  il  n'y  a  plus 
de  solution  singulière.  De  même,  si  les  deux  termes  de- 
viennent infinis  simultanément ,  -7-  est  encore  indéter- 

'  da 

miné.  C'est  ainsi  que  M.  Raab  explique  les  deux  res- 
trictions, et  prend  pour  exemples  les  deux  cas  rapportés 
ci-dessus. 


Ann.  de  Mathéwat.,  t.  IX.  (Avril  i85o.) 
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SUR  LES  POLYGONES  INSCRITS  BANS  LE  CERCLE; 

Par  m.  E.  PROUHET. 


I.  —  Nombre  des  conditions  auxquelles  doii^ent 
satisfaire  les  polygones  inscrits. 

Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  cpi'un  poly- 
gone de  n  côtés  puisse  être  inscrit  dans  un  cercle  est 
n  —  3.  On  les  obtiendra  en  exprimant  que  la  circonfé- 
rence qui  passe  par  trois  sommets  passe  par  les  n  —  3 
autres.  ^ 

Soient  alors 

A,  B,  G, . . . ,     I,  K,  L 

les  sommets  consécutifs  du  polygone,  supposé  convexe. 
Il  suffira ,  pour  trouver  les  conditions  cherchées,  d'expri- 
mer que  les  circonférences  circonscrites  aux  triangles 
ABC,  "BGD,.    .,  IKL 

ont  le  même  rayon  :  car  si  O  est  le  centre  de  la  première, 
celui  de  la  seconde  ne  pourra  être  que  le  point  O,  ou  son 
symétrique  par  rapport  à  BC.  Mais  cette  dernière  suppo- 
sition est  incompatible  avec  la  convexité  du  polygone. 

n.  —  Relations  entre  les  diagonales  et  les  angles. 

Désignons  par 

«»   P>   7»  •  •/  >   ^ 

les  premières  diagonales  respectivement  opposées  aux 
angles 

On  sait  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
a  pour  valeur  Tun  des  côtés  divisé  par  deux  fois  le  sinus 
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de  Tangle  opposé.  Le  rayon  du  polygone  sera  donc  ex- 
primé à  la  fois  par 

asinA'    asinS'    asinC'"*'    asinL^ 
et,  par  suite,  on  aura 

smA       smB       sinC  sinL 

Donc,  dans  tout  polygone  inscrit,  les  sinus  des  angles 
sont  proportionnels  aux  premières  diagonales  opposées 
à  ces  angles, 

III.  —  Relations  entre  les  angles  et  les  côtés. 
Désignons  par 

les  côtés  successifs  du  polygone ,  de  telle  sorte  que  a  et  b 
soient  ceux  qui  comprennent  l'angle  A,  et  ainsi  des  autres. 
On  aura 

a'  =  a'-h^*  —  a^i^cosA,     P'=  ^'-f-c* --  aAc  cosB, . . .  , 
et,  par  suite,  les  équations  (i)  reviennent  aux  suivantes  : 

^»«(-ftï — aa^cosA b^ -^  c^  —  n  be  cosB c'H-ûf*  — ac^/cosC 

(^^  '  sin^A  ^  sin^B  ^^  ••• 

Ce  second  système,  comme  le  précédent,  renferme  n i 

relations,  tandis  que  n — 3  seulement  sont  nécessaires, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut.  Deux  d'entre 
elles  doivent  donc  être  une  conséquence  des  n  —  3  autres. 
C'est  ce  que  Ton  vérifierait,  si  la  chose  en  valait  la 
peine,  en  substituant  dans  les  deux  dernières  équations 
du  deuxième  système,  les  valeurs  de  K ,  L,  /,  exprimées 
en  fonction  des  n  —  i  autres  côtés  et  des  n  —  3  autres 
angles.  On  devrait  arriver  ainsi  a  deux  identités. 
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IV.  — Relations  entre  le  rayon  et  les  côtes. 

Désignons  par 

2«',    a^',    2C',.  . . ,    2/' 

les  arcs  respectivement  sous-tendus  par  les  côtés 

a,    by   c,.  ..  ,    /; 
nous  aurons 

(3)  a  =  iKs\na',      ^  =  2R  sinft', . . .  ,     /=:2Rsin/', 
et  encore 

(4)  sin  K  -h  ^'  +  c'  -h  . , .  -h  /')  =  0. 

L'élimination  de  a',  b\  c',...,  /',  entre  les  équations  pré- 
cédentes ,  conduira  à  une  relation  entre  le  rayon  et  les 
.côtés.   Le  rayon  éunt   connu,   il  sera   aisé   de  trouver 
les  angles.  On  a ,  en  effet , 

a^-^b'  —  a' 
cosA  = , 

^t 

^         ^        V2RV      4R'    2RV       4RV 


ou 


et  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  a  dans 
relie  de  cos  A. 

Ainsi  les  seuls  côtés  d'un  polygone  inscripiible  suffisent 
à  le  déterminer,  pourvu  que  l'ordre  dans  lequel  ces  côtés 
se  succèdent  soit  connu.  Si  cet  ordre  n'était  pas  donné, 
on  pourrait ,  dans  le  même  cercle  et  avec  les  mêmes  côtés, 
inscrire  un  nombre  de  polygones  égal  à  la  moitié  du 
nombre   des    permutations   de    n    choses,    c'est*à-dire 
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3.4:5. .  .71.  Je  dis  la  moitié,  parce  quHl  est  visible  que 
deux  permutations  inverses  donneront  deux  polygones 
inversement  superposables. 

Au  reste ,  tous  les  polygones  inscrits  dans  le  même 
cercle  et  qui  ont  les  mêmes  côtés  sont  éguii^alents  ;  car 
les  rayons  menés  aux  sommets  les  décomposent  en  un 
même  nombre  de  triangles  égaux  deux  à  deux ,  et  dont 
Tordre  seul  diffère. 

V.  —  Côté  en  fonction  explicite  des  autres  côtés  et  du 
rayon.  —  Polygones  à  côtés  rationnels, 

L^équation  (4)  revient  à  la  suivante  : 
(5)  /=  2R  sin(û'  +  6'  -f. .  ; .  -h  k')  -, 

et  si  du  second  membre  développé,  d'après  la  formule 
connue,  on  fait  disparaître  les  arcs  a\  l>\,,.^  à  Taide  des 
relations  (3),  on  aura  ainsi  la  valeur  de  /  exprimée  en 
fonction  explicite  des  autres  côtés  et  du  rayon. 

Comme  cette  fonction  ne  renferme  que  des  radicaux 

de  la  forme  v4  R'  —  ^*  »  m^^  l'oii  sait  rendre  rationnels , 
il  en  résulte  qu  on  pourra  trouver  des  polygones  inscrits 
dont  les  côtés  et  le  rayon  soient  exprimés  par  des  nombres 
rationnels  et  même  entiers. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  genre  de  ^cherches , 
fort  en  vogue  au  temps  de  Frénicle  et  de  Fermât ,  suppo- 
sons quHl  s'agisse  d'un  triangle  dont  les  côtés  soient 
/z ,  & ,  c,  et  faisons  d'abord  R  =  i  ;  nous  aurons 

c  =  -{a  v/4— /^'  4-  b  sll  —  a'). 

Soient  p  et  (j  des  nombres  entiers  tellement  choisis,  que 
Ton  puisse  avoir 

2p  =  a'  -h  a'- ,      2  <y  =  f^-  -+-  fi''. 
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Il  suffira ,  pour  résoudre  le  problème  en  noiulires  ration-' 
nels^  de  poser 

a»  — a"  2aa'         ^        P'— P'*  »  PP' 

ou       y        h  =  ^ ï—       ou       -^-^  j 


P  P  9 

et, «si  Ton  veut  des  nombres  entiers,  de  prendre 

K:=pqy      Ott     ^pq- 

On  pourra  facilement  s'élever  de  là  au  cas  général ,  et 
démontrer  que  dans  les  polygones  ainsi  obtenus ,  les  dia- 
gonales et  la  surface  sont  également  représentées  par  des 
nombres  rationnels. 

VI.  —  De  la  possibilité  de  former  un  polygone 
inscriptible  a\^ec  des  droites  données. 

Il  est,  sans  doute,  très-difficile,  et  le  plus  souvent  tout 
à  fait  impossible  d'exprimer  le  rayon  d'un  polygone  en 
fonction  explicite  des  côtés  :  car  cette  impossibilité  existe 
déjà  pour  »  =7,  9,  1 1,  etc.,  dans  le  cas  très-simple  où 
tous  les  côtés  sont  égaux.  La  complication  des  calculs 
empêchera  même ,  en  général ,  qu'on  forme  l'équation  à 
coefficients  rationnels  d'où  dépend  ce  rayon. 

Cependant ,  le  problème  qui  consiste  à  former  at^ec  des 
droites,  données  de  longueur,  un  polygone  inscripttèla 
convexe ,  admet  une  solution ,  et  une  seule ,  poun^u  que 
le  plus  grand  des  côtés  donnés  soit  moindre  que  la 
somme  de  tous  les  autres. 

Pour  le  démontrer,  soient  AB  le  pltis  grand  des  côtés 
donnés  et  O  le  centre  d'une  circonférence  circonscrite  a 
AB.  A  partir  du  point  B,  inscrivons  dans  l'arc  BMA,  les 
uns  à  la  suite  des  autres,  les  n  —  i  autres  côtés,  dont  le 
dernier  aboutisse  en  N  ,  et  appelons ,  pour  abréger ,  ligne 
polygonale  la  ligne  formée  par  ces  côtés. 

Quelque  grande  que  soit  la  ligne  polygonale,  on  peut 
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toujours  concevoir  le  point  O  pris  au-dessus  de  AB,  et 
assez  loin  pour  que  la  ligne  polygonale  soit  inscrite  tout 
entière  dans  l'arc  BMA,   et  que,   par   conséquent,   le 
point  N  soit  au-dessus  de  AB. 

Si,  maintenant,  les  conditions  précédemment  établies 
continuant  à  subsister,  on  fait  mouvoir  le  point  O  jusqu'à 
AB  et  au-dessous,  il  est  visible  que  le  point  N  approchera 
continuellement  de  la  droite  AB  ^  je  dis  même  qu'il  finira 
par  passer  au-dessous.  Eneflet,  Tare  BMA  va  sans  cesse 
en  diminuant,  et  sa  longueur ,  qui  a  pour  limite  la  droite 
AB ,  finira  par  être  inférieure  à  la  ligne  polygonale , 
puisque  cette  dernière  est ,  par  hypothèse,  plus  grande  que 
AB.  Dès  lors  cette  ligne,  ne  pouvant  être  inscrite  dans 
un  arc  plus  petit  qu'elle-même,  aboutira  nécessairement 
au-dessous  de  AB. 

Or  de  la  nature  du  mouvement  de  N  il  résulte  que  ce 
point  ne  peut  venir  au-dessous  de  AB  sans  passer  par  le 
point  A.  Il  arrivera  donc  un  moment  où  le  point  N  sera 
en  A ,  et,  par  conséquent ,  il  existera  un  polygone  inscrit 
convexe ,  et  un  seul  ayant  pour  côtés  les  droites  données. 

C.  Q.  F.  D. 

Si  l'on  rapproche  cette  conclusion  de  ce  que  nous  avons 
dit  au  §  IV,  on  en  tirera  ce  théorème  ; 

Deux  polygones  inscrits  et  convexes^  ayant  les  mêmes 
côtés f  sont  égaux  ou  équii^alents ,  selon  que  ces  côtés, 
sont  disposés  dans  le  même  ordre   ou  dans  un  ordre 
différent, 

VU.  —  Des  polygones  inscrits  de  ^n  côtés. 

On  sait  que  dans  un  quadrilatère  inscrit  les  angles 
opposés  sont  supplémentaires.  Cette  propriété  n'est  qu'un 
cas  particulier  d'une  autre  plus  générale  et  qui  appartient 
à  tous  les  polygones  inscrits  àe  in  côtés. 

Soit  P  un  polygone  de  cette  espèce.  Par  Tun  des  som- 
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mets  A,  que  nous  regarderons  comme  le  premier,  menons 
des  diagonales  à  tous  les  sommets  de  rang  pair.  L'inspec- 
tion de  la  figure  et  la  propriété  citée  plus  haut  montrent 
que  l'angle  A  est  égal  à  la  somme  des  suppléments  des  n — i 
autres  angles  de  rang  impair.  Donc  la  somme  des  angles 
de  rang  impair  est  égale  k%[n  —  i  )  angles  droits.  Comme 
la  même  chose  peut  se  dire  des  angles  de  rang  pair,  on  a 
donc  ce  théorème  : 

Dans  tout  polygone  inscrit  de  2n  côtésy  la  somme 
des  angles  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  angles 
de  rang  impair. 

De  là  résulte  que  si,  dans  un  pareil  polygone,  on  connaît 
'in  —  2  angles ,  les  deux  autres  seront  déterminés  par  le 
théorème  précédent  et  par  le  théorème  connu  sur  la 
somme  des  angles  d'un  polygone  convexe. 

Donc  si  deux  polygones  inscrits  de  i  n  côtés  ont  2  /i — i 
côtés  respectivement  parallèles ,  ce  qui  suppose  an- —  2 
angles  égaux  deux  à  deux ,  les  angles  restants  seront 
égaux,  et,  par  suite,  les  deux  derniers  côtés  seront 
parallèles. 

Ou ,  en  d'autres  termes  : 

Si  un  polygone  de  in  côtés  demeure  constamment 
inscrit  dans  le  même  cercle ,  et  que  in  —  1  de  ses  cotés 
se  meuv^ent  chacun  parallèlement  à  lui-même ,  le  dernier 
côté  se  mouvra  aussi  parallèlement  à  lui-même. 

On  s'élèvera  facilement  de  là  à  un  théorème  plus  général 
sur  les  polygones  de  in  côtés,  inscrits  dans  une  conique 
et  dont  in  —  1  pivotent  autour  de  points  fixes  situés  sur 
une  même  droite.  (Poncelbt.  ) 

Vni.  —  Des  polygones  inscrits  de  in  +  i  côtés. 

Dans  les  polygones  inscrits  de  m  -\-  i  côtés  ,  il  ne 
peut  exister  entre  les  angles  d'autre  relation  que  celle  qui 
fait  dépendre  leur  somme  de  leur  nombre.  Car,  s'il  en  était 
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autrement,  la  propriété  précédente  s'appliquerait  aussi 
à  ces  polygones  y  et  an  côtés  se  mouvant  parallèlement 
à  eux-mêmes,  il  devrait  en  être  de  même  du  (2/z  +  i)'^"". 
Mais,  dans  un  pareil  déplacement,  si  le  premier  côté 
se  rapproche  du  centre,  le  deuxième  s'en  éloignera,  le 
troisième  s'en  rapprochera,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que 
le  (a/»  +  i)'*'"'  devrait  aussi  se  rapprocher  du  centre^  ce 
qui  est  impossible  puisque  le  (2  n  -f- 1)'^"^  est  consécutif 
au  premier. 

Mais  les  polygones  de  2  n  -f- 1  côtés  jouissent  d'une 
propriété  qui  leur  est  particulière. 

Soient  AB  et  AL  le  premier  et  le  dernier  côté  d'un 
polygone  inscrit  qui  en  a  2  /}+ 1 .  Faisons  mouvoir  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  tous  ces  côtés,  excepté  le  dernier. 
La  diagonale  BL,  faisant  partie  d'un  polygone  de  an 
côtés,  devra,  en  vertu  du  théorème  démontré  plus  haut, 
venir  en  B'L',  parallèle  à  BL5  mais  déjà,  par  hypothèse , 
AB  vient  en  A'B',  parallèle  à  AB.  Donc  les  angles  ABL, 
A'B'L'  sont  égaux;  donc  AL  =  A'L'.  Ainsi  : 

Lorsqu'un  polygone  de  in-^-i  côtés  est  constamment 
inscrit  dans  un  cercle,  si  2  n  côtés  se  meuv^ent  parallè- 
lement à  eux-mêmes  y  le  dernier  côté  conservera  une 
grandeur  constante. 

Ce  théorème  peut  aussi  être  généralisé.       (Poncelet.) 

IX#  —  Conditions  de  similitude  des  polygones  inscrits. 

Deux  polygones  de  2  n  4- 1  côtés ,  équiangles  entre 
eux,  ne  peuvent  être  inscrits  dans  le  même  cercle.  S'il 
en  était  autrement,  on  pourrait,  en  faisant  tourner  l'un 
d'eux  autour  du  centre ,  l'amener  à  avoir  ses  côtés  respec- 
tivement parallèles  à  ceux  du  second ,  et  nous  venons  de 
voir  qu*il  est  impossible  que  deux  polygones  de  cette 
espèce,  inscrits  dans  le  même  cercle,  aient  tous  leurs 
côtés  respectivement  parallèles. 
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Un  polygone  inscrit  de  â  n  + 1  côtés  est  donc  déterminé 
quand  on  connaît  ses  angles  et  le  rayon ,  et  ne  dépend 
ainsi  que  d'un  soûl  élément  linéaire.  Donc  : 

Deux  polygones  inscrits  d^un  nombre  impair  de  côtés 
sont  semblables  quand  ils  ont  les  mêmes  angles  disposés 
dans  le  même  ordre  ou  dans  un  ordre  im^erse. 

Deux  polygones  de  ^n  côtés,  inscrits  dans  le  même 
cercle  et  équiangles  entre  eux ,  peuvent  être  amenés  à 
coïncider  quand  deux  côtés  homologues  sont  égaux.  Un 
polygone  de  cette  espèce  ne  dépend  donc  que  de  deux 
éléments  linéaires  ;  un  côté  et  le  rayon.  Donc  : 

Deux  polygones  inscrits  d^un  nombre  paii^  de  côtés 
et  équiangles  entre  eux  sont  semblables  quand  le  rap- 
port de  deux  côtés  homologues  est  égal  au  rapport  des 
rayons, 

X.  —  Des  polygones  inscrits  de  J^n  -k-  'x  et  de  /^n  côtés. 

Théorème.  Dans  an  polygone  inscrit  de  ^n-^-i  côtés, 
si  2/x  côtés  sont  respectivement  parallèles  à  leurs  op- 
posés, les  deux  côtés  restants  seront  parallèles. 

Soient  AL  et  A'L'  les  deux  côtés  dont  le  parallëlisme 
n'est  pas  supposé.  Les  diagonales  AL^  et  LA^  forment, 
avec  les  côtés  non  représentés  dans  la  figure ,  deux  poly- 
gones inscrits  de  2  n  H- 1  côtés  chacun ,  dont  2  n  côtés  soat , 
par  hypothèse,  respectivement  parallèles.  Donc,  en  vertu 
d'un  théorème  déjà  démontré  (VIII),  A'L  =  AL';  donc 
AL  est  parallèle  à  A'U.  C.  Q.  F.  D. 

Théorème.  Dans  un  polygone  inscrit  de  J^n  côtés, 
si  un  —  i  de  ces  côtés  sont  respectit^ement  parallèles  à 
leurs  opposés,  les  côtés  restants  seront  égaux. 

La  démonstration  étant  analogue  k  la  précédente,  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  le  premier  théorème 
ronduil  facilcmenl  à  un  autre  plus  général,  déjà  doitné 
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19  ce  recueil  (t.  VI,  p.  356),  et  cpû comprend,  comme 
»  particulier,  Thexagramme  de  Pascal. 


XI.  —  Des  polygones  inscrits  de  a*", 3  côtés. 

On  sait  que  la  surface  d'un  triangle  a  pour  mesure  le 
produit  de  ses  côtés ,  quand  on  prend  pour  unité  deux  fois 
le  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Considérons  un  hexagone  inscrit  dans  un  cercle.  Joi- 
gnons les  sommets  de  rang  impair.  L'hexagone  sera  ainsi 
partagé  en  quatre  triangles ,  et  il  est  facile  de  voir,  d'après 
la  propriété  citée,  que  le  produit  des  trois  triangles  con- 
tigus  au  périmètre ,  divisé  par  la  surface  du  triangle  inté- 
rieur, est  égal  au  produit  des  côtés  de  Thexagone. 

Si  Ton  avait  joint  les  sonmiets  de  rang  pair,  on  serait 
arrivé  au  même  résultat. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  dans  un  hexagone  inscrit  on  joint  les  sommets  de 
rang  impair  y  et  les  sommets  de  rang  pair^  que^  dans 
le  premier  cas,  on  désigne  par  A ,  B,  Clés  surfaces  des 
triangles  contigus  au  périmètre,  et  par  D  la  surface  du 
triangle  intérieur;  que ,  dans  le  second  cas,  on  désigne 
par  les  mêmes  lettres  accentuées  les  quantités  analogues, 
on  aura 

ABC  _  A^B^C^ 

On  arrivera,  par  de  semblables  considérations,  à  cet 
autre  théorème. 

Dans  un  polygone  inscrit  de  a'".3  côtés,  joignons  les 
sommets  de  rang  pair  ou  ceux  de  rang  impairs. 

Dans  le  polygone  de  2"*^'. 3  côtés,  ainsi  obtenu,  joignons 
encore  les  sommets  de  rang  pair  ou  ceux  de  rang  impair. 

Continuons  ainsi  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  un 
triangle. 
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Soient  Pi  le  produit  des  triangles  compris  entre  le 
premier  et  le  second  polygone  ;  Pt  le  produit  des  trian- 
gles compris  entre  le  deuxième  et  le  troisième,...  P„^  le 
dernier  triangle,  le  rapport 

P1P3PS   .. 
P^P^P.... 

sera  constant,  quelle  que  soit  des  2'"  manières  dont  il  est 
possible  de  décomposer  ainsi  le  polygone,  celle  que  l 'on 
aura  réalisée. 

Les  deux  propriétés  précédentes ,  étant  projectives , 
conviennent  également  aux  polygones  inscrits  dans  les 
coniques. 


AmTHIHBTIQUB  DB  M.  BERTRAND.  RECTIFICATIONS  C"). 

(Extrait  d'une  Lettre  anonyme.  ) 


En  parcourant  les  Exercices ,  très-bien  choisis  d'ail- 
leurs, qui  se  trouvent  énoncés  dans  V Arithmétique  de 
M.  Bertrand,  j'ai  rencontré  plusieurs  inexactitudes,  entre 
autres  les  deux  suivantes  : 

1°.  Erreur  typographique.  De  combien  de  manières 
peut-on  décomposer  un  nombre  en  deux  facteurs  pre- 
miers entre  eux?  Prous^er  que  ce  nombre  de  tnanières 
est  a"  —  I ,  n  étant  le  nombre  de  facteurs  premiers 
distincts  quidiv^isent  le  nombre  proposé,  (Exercice  XII, 
page  84.) 

Il  faut  lire  2"~* .  En  effet ,  soit  P„  le  nombre  de  manières 
lorsqu'il  y  a  /i  facteurs  premiers  distincts  ;  avec  un  facteur 

(  •  )  Cet  excellent  ouvrage  aura  plusieurs  éditions  ;  il  est  utile  d'en 
signaler  d'avance  les  erreurs ,  la  plupart  pui'emcnt  typographiques.        Th. 
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nouveau  k ,  chacune  des  P„  manières ,  par  exemple 
abc. . .  X  def. . . ,  fournira  deux  facteurs  distincts,  savoir  : 
kab,,,  X  def. . . ,  et  ai...  x  kdef..,  ;  on  aura  donc 
P„^t  =  Pn-  Or,  avec  deux  facteurs,  il  y  a  deux  manières, 
iXab  et  a  X  i ;  donc  P„  =  2"~*. 

Observation.  Le  même  raisonnement  donne  le  nombre 
de  manières  de  décomposer  un  nombre  en  trois  facteurs 
premiers  entre  eux. 

3®.  Énoncé  inexact.  Sî  une  fraction  irréductible  a 
pour  dénominateur  un  nombre  premier,  et  que  la  période 
de  la  fraction  décimale,  à  laquelle  elle  donne  nais- 
sance,  ait  un  nombre  pair  de  chiffres,  le  premier  et  le 
dernier  de  ces  chiffres,  le  deuxième  et  l'auant^^mier, 
et  en  général  deux  chiffres  quelconques  également  dis- 
tants des  extrêmes,  donnent  une  somme  égale  à  9. 
(Exercice  lU ,  page  127.) 

Il  faut  lire  :  Si  Ton  partage  la  période  en  deux  moitiés 
qui  aient  le  même  nombre  de  chiffres,  la  somme  des 
chiffres  de  même  rang ,  dans  chaque  moitié ,  est  toujours 
égale  à  9.  (Voir  Nouvelles  Annales,  t.  V,  p.  3975  liéfi.) 


SUR  LES  CONO-SPHÉRIOUES. 


L^enseignement,  en  France,  roule,  depuis  le  i®*"  janvier 
jusqu'au  3 1  décembre,  sur  les  coniques  planes,  qui  ne  sont 
toutefois  que  des  cas  particuliers  des  cono-sphériques  ^  car 
le  plan  est  un  cas  particulier  de  la  sphère.  Que,  dans 
les  collèges ,  on  ne  parle  pas  de  ces  courbes ,  c'est  un  mal  ; 
mais  qu'on  ne  s'en  occupe  même  pas  dans  les  écoles  des- 
tinées aux  hautes  théories,  à  l'Ecole  Normale,  à  l'École 
Polytechnique,  voilà  qui  est  tout  à  fait  intolérable.  Dans 
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les  Universités  d'Allemagne  et  d'Angleterre ,  ces  courbes 
font  partie  des  questions  ordinaires  d'examen,  et  avec 
raison.  Sans  parler  des  découvertes  géométriques  de 
M.  Chasles,  des  applications  analytiques  de  M.  Serret, 
des  beaux  travaux  de  MM.  Vannson  et  Boi^et  (tome  VII, 
pages  14)  5i,  i47)  174)  ^  I^s  cono-spbériques  se  présen- 
tent en  beaucoup  de  circonstances.  Ainsi ,  rigoureuse- 
ment parlant,  les  perspectives  des  trajectoires  célestes, 
sur  la  voûte  céleste,  sont  des  cono-sphériques.  Cependant 
les  professeurs  qui  ne  lisent  pas  les  Nouvelles  Annules 
ne  connaissent  pas  ces  lignes  y  même  de  nom.  JN'ous 
croyons  donc  utile  de  consacrer  dorénavant  un  article 
spécial  aux  questions  de  ce  genre  que  nous  devons  à  la 
générosité  d'un  célèbre  professeur  étranger. 

Rappelons  d'anciennes  questions  non  résolues  (tome  VI, 
n®  i53,  page  24a;  tome  \1I,  n®  190,  page  2405  n°  2o5, 
page  107). 

i .  Le  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  Tune  ou  de 
l'autre  des  courbes  nommées  sphéro4emniscates  (tome  Vil, 
pages  i36, 4Sa)  et  pour  base  la  courbe  elle-même,  est  du 
second  degré. 

S.  Discuter  la  courbe  enveloppe  des  bases  des  triangles 
sphériques  qui  ont  un  angle  comn^m  et  dont  le  produit 
des  sinus  des  demi-angles  à  la  base  est  constant  ;  et  trouver 
l'expression  de  son  aire. 

3.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle,  formé  sur  la 
surface  d'une  spbère  par  trois  arcs  d'hyperboles  équila- 
tères  sphériques  (de  première  espèce)  concentriques, 
déterminer  le  lieu  du  sommet  lorsque  la  somme  des 
angles  du  triangle  est  constante. 

4,  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  plane  entre 
les  coordonnées  polaires ,  de  la  forme  suivante  : 

(1)  r*  — 2r»/(«)  +  X*=ro, 
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prouver  que  si  l'on  désigne  par  s^  5'  les  deux  ares  qui 
répondent  à  la  même  valeur  de  l'angle  polaire  («),  on  aura 

oùy'{&))  est  la  fonction  dérivée  def((ù), 

5.  Semblablement,  si  Ton  a  l'équation  d'une  courbe 
sphérique  entre  les  coordonnées  polaires  sphériques, 
savoir, 

(2)  sin' p  /(w)  +  sin  2  œ  cosp  =  I , 

où  a  est  une  constante ,  on  aura ,  en  désignant  par  5,  5'  les 
deux  arcs  qui  répondent  à  la  même  valeur  de  Tangle  &> , 

J  V /(ft))  — cos^g /(«)' 

jV  /H-sin'a  /(«) 

Remarque.  L'équation  (2)  peut  être  mise  sous  une 
forme  entièrement  analogue  à  celle  de  Féquation  (i)9si  Ton 

prend  tang  -  p  pour  la  quantité  analogue  à  un   rayon 
vecteur,  (Steebor.  ) 


\m  GÉOIÉTRIQIIB  DU  POINT  DUNE  DROITE  DE  LONGUEUR 
PIXE  S  APPUYANT  SUR  DEUX  DIRECTRICES; 

Par  m.  WATELET, 

OlBcier  d'Académie,  directeur  de  l'École  supérieure  de  Soissons. 


M.  le  professeur  Vincent  a  traité  savamment,  dans  ce 
recueil ,  le  cas  général  où  une  droite  s'appuie  sur  deux 
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circonférences  (tome  VU,  page  64 )•  Un  cas  particulier 
où  un  des  cercles  devient  une  droite  semble  mériter  atten- 
tion :  Téquation  de  la  courbe  se  réduit  alors  au  quatrième 
degré ,  dont  la  recherche  et  la  discussion  ne  présentent 
aucune  dilSculté.  Lorsque  la  droite  directrice  est  un 
diamètre ,  et  que  la  droite  de  longueur  fixe  est  égale  au 
rayon  de  la  circonférence,  le  point  décrit  une  ellipse. 
Cette  propriété  est  connue  5  mais  il  est  utile  d'y  rappeler 
Tattention  des  élèves,  et  de  les  engager  à  en  trouver  une 
démonstration  géométrique. 


QUESTION  D'EXAMEN  N»  97 

(Toirt  IX.  p.  W); 

Par  m.  Aucustb  HERBE, 
Élève  au  lycée  de  Reims  (classe  de  M.  Sornin). 


Théorème.   ^ — -. \  ,  ^ rr-; ; — -   ^^^   toujours 

entier,  m  étant  un  nombre  positif  entier  quelconque. 
Démonstration .  Le  dénominateur  est  égal  â 
[x  —  1)'  (x-4-  i)  (r»  —  a*  -M), 
et  les  facteurs  x  —  i,  x4-i,  x*  —  jc-hi  sont  premiers 
entre  eux.  Or  le  numérateur  est  évidemment  divisible 
par  (x — i)'  :  un  des  trois  nombres  consécutifs  m ,  m  — i , 
m —  2  est  nécessairement  pair-,  donc  Tun  des  facteurs 
du  numérateur  est  divisible  par  j:  H- 1  :  un  des  trois 
mêmes  nombres  consécutifs  est  divisible  par  3  ]  donc  un 
des  facteurs  du  numérateur  est  divisible  par  x^  —  i. 

C.  Q.  F.  D. 
Note.  Comment  prouve-t-on  que  l'expression 
(af  —  i)  (x"»-'  — i)...(j:^-f->i) 
(x  — i)(x'— i}...(x^'  — i) 

est  entière  pour  une  valeur  entière  positive  de  m? 
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QUESTION  §'BXANBIII,  PROBLÈME  IV 

{Arithmétique  de  M.  Bertrand)  p.  226); 

Par  m.  Liov  BENOIT, 
Élève  au  lycée  de  Reims. 


1.  Lemme,  a  et  è  étant  premiers  entre  eux  et  irra- 
tionnels quadratiques,  v^  -h  v^  est  irrationnel. 

Démonstration,  Si  cette  somme  est  rationnelle,  le 
carré  de  cette  somme  est  aussi  rationnel  ;  done  )lab  est 
rationnel ,  ce  qui  est  impossible. 

2.  Lenjme.  a^b^  c  n*ayant  pas  de  facteurs  communs 

et  étant  irrationnels  quadratiques ,  v^  -h  v  ^  H-  V^  est 
irrationnel. 

Démonstration.  Si  cette  somme  est  rationnelle,  le  carré 

est  aussi  rationnel  \  donc  yôb  -f-  sfac  -f-  v^c  =  r ,  où  r 
est  lue  quantité  rationnelle.  Elevant  au  carré,  on  trouve 
a  \bc-\-  b  ^ac  -f-  c  sjab  =  5,  où  J  est  encore  une  quan- 
ti té  rationnelle.  Éliminant  un  des  radicaux,  on  trouve  la 
somme  de  deux  radicaux  égale  à  une  quantité  rationnelle, 
ce  qui  est  contraire  au  lemme  précédent  j  donc,  etc. 

3.  Théorème.  \/a,  v'S,  ^'j  ne  peuvent  faire  partie 
d'une  même  progression,  soit  par  différence^  soit  par 
é/uoiiént* 

Démonstration. — Par  différence*  r  étantla  raison,  on  a 

V5  —  v^i 
OÙ  —  est  une  quantité  rationnelle.  Multipliant  la  fraction  à 

Ann.  de  Mathémaî, ,  t.  IX.  (  Arril  i85o . )  I O 
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gauche,  haut  et  bas,  par  yS  H-  v^â,  il  vient 

3  "~«  ' 

Il  faut  que  V5  -h  V^i4  —  /Tô  soit  rationnel ,  ce  qui  est 
impossible  {/emme  2)  ]  donc,  etc. 
Par  quotient. 

d'où 

n  et  /»'  étant  des  nombres  entiers ,  cette  équation  est  évi- 
demment impossible j  donc,  etc. 


SQLUTMNS  DES  DEGX  QUESTIONS  22t  ET  222 

(Toir  t.  IX,  p.  11  cm); 

Pau  mm.  MARQFOY  (Gustave),  élève  en  mathématiques  supérieures 
(Sainte  Barbe);  J.  LEFEVRE  (de  Soissons),  élère  de  M.  Watelet  ; 
HERBE  (Augvstb),  élève  de  raaihémaiiquea  supérieures,  lycée  de 
Ettins;  DEWULF,  élève  au  lycée  de  Douai;  E».  PLOIX,  élève  au  lycée 
de  Versailles. 


Théorème.  Si  par  le  sommet  A  d*un  parallélogramme 

ADCB  on  mène  une  sécante  quelconque  A  aai  coupant 

CD  en  a  et  BC  en  a^^  le  rectangle  Da.Ba,  est  constant. 

Démonstration,  Les  triangles  semblables  ADa,  aa,  C 

donnent 

Dû:  aC  ::  ad:  û,c, 
ou 

AB:Ba.  ::D<i  :  AD; 
donc 

Dû.Brt.  =  AB.AD.  C.  Q.  F.  D. 
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Théorème.   Soient  deux  triangles  rectangles  OÂB, 
O'AB  qui  ont  une  même  hypoténuse  AB.  Si  Von  joint 
les  sommets  des  angles  droits  O,  O'  à  un  point  quel^ 
conque  I  de  l'hypoténuse^  on  aura 

taiig  AOI .  tang  I(y  B  r=  constante. 

Démonstration,  J'abaisse  les  perpendiculaires  IK,  IH 
sur  AO  et  BO', 

IK  =  OK .  tang  AOI  =  .  tang  AOI , 

Al 

AI  BH 
IH==0'H.tangIO'B~^-^.UngIO'B. 
'  IB 

Donc 

1K.IH  =  AK.BH  tang  AOI  tanglO'B; 
d'où 

tang  AOI  tang  10'  B  =  -—.--  =  tany  OAB .  tang  ABO'. 
AK.  Bn 

C.  Q.  F.  D. 

Note,  M.  Tabbé  Julien,  du  séminaire  de  Vais,  et 
M.  Clère ,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  ont  aussi 
adressé  des  solutions  de  ces  deux  problèmes  :  celle  de 
M.  Tabbé,  pour  le  problème  222,  est  purement  analy- 
tique. On  prend  pour  origine  le  point  A ,  AB  pour  axe 
des  X  elles  coordonnées  rectangulaires. 


MÈNE  THÉORÈME  SDR  LA  SPHfiRE; 

Par  M.  En.  PLOIX, 

Élève  au  lycée  de  VersaiUes. 

Prenons  de  même  deux  triangles  sphériqucs  rectangles 
AOB,  AQ'B  qui  ont  même  hypoténuse  AB;  I  est  un  point 
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(|ueicoHque  pris  sur  AB.  Abaissons  de  ce  point  deux  ans 
perpendiculaires  IC  el  IC  surOA  et  O'B.  On  aura,  eu 
comparant   successivement  les  deux  valeurs  de  tangIC 
dans  les  deux  triangles  ICO,  ICA  , 

sin  OC  tang  AOl  =  sin  AC  tang  OAB, 

cl  de  mùme 

sinO'C  tanglO'Brr  sinC'B  langO'BA; 
d'où 

[i)  sin  OC .  sin  O'  C  tang  AOI  tang  10'  B 

=  sinAC  sinC'B  tangOAB  tangO'BA. 

Or  prolongeons  CI  et  OB  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencon- 
trent en  G  :  on  aura ,  en  con^idërant  Tare  transversal  Cl(î 
par  rapport  au  triangle  AOB,  et  remarquant  que  le  point 
(i  est  le  pôle  de  Tare  OA , 

(2;  sin  AC .  sin  IB  =  sin  OC.  sin  AI .  cos  OB , 

et  de  même  on  aurait 

;3)  sinC*B.sinAI=:  sinO'C'.sinBI  cosAO'. 

Multipliant  les  trois  égalités  (i),    (2)  et  (3)  membre  à 
membre,  il  viendra 

langlOA  tanglO'B  =  cosOB  cos  AO'  tangOAB  UngO'RA 
_sinOB  sinAO' 
sin  AO  sinBO' 


GÉOMÉTRIE  8EGNENTA1RE. 


En  i832,  M.  Jacob  Steincr  a  publié,  à  Berlin,  un 
ouvrage  in-8°,  sous  ce  titre  : 

Systematische  Entwichelung  der  Abhângigheit  geo- 
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metrischer  gestaiten  von  einander  mit  herùcksichtigung 
der  arbeiten  aller  und  neuer  geonieter  uber  Porismen , 
projeclions^methoden ,  géométrie  der  Lage,  transi^ersa- 
leriy  Duâlitat  und  reciprocilat,  von  Jacob  Stbiner.  Ers  ter 
theil  mit  vier  Uthographirten  tafeln.  C'est-à-dire  ; 

Développement  systématique  de  la  dépendance  des 
figures  géométriques  les  unes  des  autres,  ayant  égard 
aux  travaux  eles  anciens  et  des  nouveaux  géomètres  sur 
les  poristneSf  les  méthodes  projectiles,  la  géométrie  de 
position,  les  transversales,  la  dualité  et  la  récipro- 
cité, etc.  Première  partie  de  3a2  pages  et  4  planches 
lithographiées. 

Nous  avons  donné  le  litre  in  extenso,  parce  que  c'est 
principalement  de  cet  ouvrage  que  date  la  haute  réputa- 
tion de  l'auteur,  fondateur  de  la  géométrie  segmentai  re 
en  Allemagne,  où  il  est  devenu  en  quelque  sorte  rRuclide 
de  cette  branche  de  la  science  de  Tétendue.  Les  proposi- 
tions sont  si  rigoureusement  démontrées,  si  étroitement 
enchaînées,  que  la  lecture  de  cet  ouvrage  rappelle  la 
jouissance  intellectuelle  que  procure  Fétude  dos  (jtoi/îix 
de  l'ancienne  géométrie.  Dans  cette  première  partie ,  • 
Fauteur  considère  les  propriétés  de  position  et  les  pro- 
priétés métriques  de  diyers  faisceaux  :  i  ^*  le  faisceau  plan , 
formé  par  des  droites  dans  un  même  plan  et  issues  d  ini 
même  point;  'i*' faisceau  planaire,  formé  par  des  plans 
passant  par  la  même  droite;  3**  faisceau  polycdral,  formé 
de  droites  dans  Tespace  et  issues  d'un  même  point.  Les 
intersections  de  ces  faisceaux  entre  eux  étant  Aes  droites 
et  des  plans,  donne\it  les  diverses  propositions  des  mé- 
thodes projectives.  Il  y  a  cinq  propositions  fondamentales, 
les  deux  propositions  démontrées  ci-dessus  (p.  i54,  i55),et 
trois  autres  qu'on  doit  à  M.  Brianchon,  savoir  :  i'* dans  tous 
les  faisceaux  plans  qui  passeut  par  les  mêmes  quatre  points, 
les  doubles  rapports  des  sinus  restent  les  mêmes  ;  2"loi  sque 
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le  même  faisceau  de  quatre  droites  coupe  deux  droites ,  les 
segments  ont  les  mêmes  doubles  rapports;  c'est  ce  que 
M.  Chasles  a  appelé  depuis  rapports  anharmoniques  ^ 
3^  deux  droites  étant  coupées  par  le  même  faisceau,  si 
l'on  déplace  les  droites  et  qu'on  joigne  les  points  corres- 
pondants ,  le»  droites  de  jonction  et  les  droites  données 
sont  tangentes  à  une  même  conique  (Mémoire  sur  les 
Lignes  du  second  ordre,  1807). 

L'ouvrage  de  M.  Sleîner  est  annoncé  comme  devant 
avoir  cinq  parties  ;  les  quatre  dernières  n'ont  pas  encore 
paru.  Ce  qui  doit  diminuer  nos  regrets,  c'est  que  celte 
théorie  segmen taire  est  aujourd'hui  professée  à  la  Sor- 
bonne,  et  sera didactiquement  développée  dans  le  Traité 
de  Géométrie  supérieure,  sous  presse,  et  accompagnée 
des  brillantes  découvertes  faites  dans  le  domaine  de 
V étendue  y  par  le  célèbre  auteur  de  ce  Traité. 


QUESTIONS. 


223.  n  points  ai,  a,,  a,,...,  a„  sont  placés  sur  une 
droite;  n  autres  points  &i,  b^i  &9r<*9  ^n  ^^^^  placés  sur 
une  autre  droite  :  dans  quel  cas  pourra-t-on  mettre  les 
deux  droites  dans  une  telle  position,  que  les  lignes  de  jonc- 
tion ai  6t  ?  a,  i, , . . . ,  a„  ft„  convergent  vers  le  même  point  ? 

224.  n  droites  aj,  aj,  as,...,  â„  forment  un  faisceau 
plan;  n  autres  droites  ^i,  ij ,  As,...,  i„  forment  un  second 
faisceau  plan  :  dans  quel  cas  pourra-t-on  donner  aux  fais- 
ceaux une  position  telle,  que  les  n  intersections  des  rayons 
<*i 9  ^1 5  a« ,  il  ; . . .  ;  a„ ,  i„  soient  sur  une  même  droite? 

225.  Mêmes  données  qu'en  224  :  dans  quel  cas  pourra- 
t-on  donner  aux  faisceaux  une  position  telle  dans  Tespace, 
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que  les  plans  passAni  par  les  rayons  âi ,  bi]  a%,  ^s^...; 
a„ ,  b„  se  coupent  suivant  la  même  droite  ?     (Steimer.) 

226.  Soit  une  circonférence,  A  le  centre,  CAB  un 
diamètre;  sur  CB, ^prolonge,  prenez  un  point  D  tel,  que 

Ton  ait  DB.DC  =  AB.  AD  ;  du  point  D  comme  centre, 
et  d'un  rayon  AB,  décriveï  une  circonférence  coupant  en 
E  la  circonférence  donnée  :  Tare  BE  est  la  septième  partie 
de  la  circonférence.  (VifcTï.) 

227.  Dans  une  conique  à  centre,  on  donne:  i**  une 
directrice  ;  i^  une  tangente  avec  le  point  de  contact;  3°  la 
direction  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point  :  construire 
la  conique.  (Un  aboi«n£.) 


SRCONM  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  215 

(  voir  I.  IX,  p.  S«)  ; 
Par  m.  a.  H.,  abonne. 

Par  tout  point  A  d'une  conique,  passent  quati'e  cei^cles 
osculateurs  ayant  leurs  points  de  contact  en  A,  B,  G ,  D. 

Le  centre  de  la  conique  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  B,  C,  D.  (JOÀCHIMSTÀL.) 

Le  principe  ne  pouvant  être  vrai  qtie  pour  les  coniques 
à  centre,  nous  prendrons  pour  la  conique  Féquation 

Soient  donc  (jc, ,  j^,  )  le  point  A  pris  sur  la  conique j  i^^j) 
un  des  points  de  contact  des  cercles  osculateurs  qui 
passent  par  A.  Nous  avons  d'abord  : 

(i)  a'y]-hb'a:]'^a'h\ 
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D'un  autre  côté,  (X,  Y)  étant  le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  en  {Xjjr)^  on  a 

et  comme 
il  vient 

Pour  calculer  les  coordonnées  des  points  de  contact ,  il 
faudrait  tirer  x  et  y  des  équations  (2)  et  (3) ,  combinées 
avec  Téquation  (i). 

Mais  il  est  facile  de  voir  qu'il  nous  suffira  de  prouver 
que  l'équation  finale  en  jr,  débarrassée  des  racines  étran- 
gères à  la  question,  n'est  que  du  troisième  degré  et 
manque  de  second  terme. 

Procédons  à  Télimination  de  j^  ^^J\  entre  les  équa- 
tions (i)  (2)  et  (3). 

L'équation  (3)  donne 

(3')  (r-r.)(r+r.-+-^)+{^-^.)(^-HJ^.~^^)  =0. 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent 

(4)       (r  — rt)  (r  n-r.)  a' + (a?  —  a?,)  (*+*.)  A»  =  o. 

Éliminant^     entre  les  équations  (3')  et  (4) ,  on  a 
remplaçant  a'  —  i*  par  c*,  et  divisant  par  c',  qui  devient 
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facteur  commun,  on  obtient 

(5')    (r+r,)(^-f-J:,)~^(j'4-r,)  — ^(^4-x,)=:o. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que  : 
1°  [x=  Xi,  jr=ji)  est  une  solution  du  système  des 
équations  (i) ,  (a)  et  (3)  évidemment  étrangère  à.  la  ques- 
tion,  dans  laquelle  on  ne  considère  que  les  points  de  contact 

autres  que  A5  a*^  si  l'élimination  de  - — ^  >  entre  les  équa- 
tions (3')  et  (4),  paraît  avoir  eu  pour  résultat  de  sup- 
primer cette  solution,  elle  en  a  introduit  une  autre  ('*) 
(x=  — Xij  jr=  — ji)  qui  est  aussi  étrangère,  de  sorte 
que,  après  avoir  éliminé/  et^i  entre  les  équations  (i), 
(a)  et  (5),  il  faudra,  dans  l'équation  finale,  supprimer 
les  racines  +  oT]  ,  —  Xi^  chacune  autant  de  fois  qu elle 
s'y  trouvera.  ^ 

Dans  l'équation  (5) ,  remplaçons  y^  par  sa  valeur  i ; 

tirée  de  l'équation  (i) , 

(6)    *  /[aar.x'— û*(x-+- j:,)]-h7,[?.j:*— «'(j:  +  x,)]=o. 

Tirant  de  l'équation  (6)  le  rapport  ~  et  l'égalant  à  sa 

valeur  -^ ;  tirée  des  équations  (i)  et  (2) ,  nous  obtenons 

pour  équation  finale  : 

[7)     («'— x^)[2x.a:»— «•^(x-f-x.j]^'— (tf^-x^)[2x3— /i>{a;4-x,)]'=:o. 

D  =  (xî  ~x')(x-h x,)^/i«— 4/i»jr»x,(xî  —  X») -f- 4a»x>(x' —  rt')  (xj— X') . 
Nous  voyons  évidemment  que  -^-x^  et  — x^  sont  racines; 

,  (•)  xr=  — *,,  y:=^—jf^  vérifient  l'équation  (5)  et  rendent  identiques 
les  équations  (i)  et  (3). 
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supprimons-les,  nous  aurons 

(8)  o  =  (a:  +  JC,)'«*—  4«'x»x,-h  4a»x»(x'—  a'); 
supprimant  encore  la  racine  H- x, ,  on  a 

(9)  4r'  —  3  ^'*  '~^ ^'•^«  ^=^  ^* 

Cette  équation  du  troisième  degré  manque,  en  effet ,  de 
second  terme. 

Note.  Les  trois  racines  de  cette  équation  sont  réelles 
et  comprises  entre  +  â  et  —  a  ;  de  môme  les  trois  racines 
de  Téquation 

47»  — 3^'7  — ^»r.  =  o 

sont  réelles  et  comprises  entre  +  Z^  et  —  b.  Ainsi ,  dans 
Tellipse,  il  existe  toujours  quatre  cercles  osculateurs 
passant  par  un  même  point  de  Vellipse.  Dans  l'hyperbole, 
la  dernière  équation  devient 

qui  n*a  qu'une  seule  racine  réelle,  et  il  n'existe  que  deux 
cercles  osculateurs.  [Voir  Rectification,  page  ii5  de  ce 
volume.) 


PROGRAHHB  D  UN  COURS  DE  NÉCAKiQUB  ÉLÉMERTAIRE 

TROISIÊHE  AUTICLE  (  voir  page  89  de  ce  rolame  )  : 

Par  m.  C.-E.   PAGE. 


I/iertic. 

18.  Nous  avons  déjà  vu  que  les  états  de  repos  et  de 
mouvement  sont  purement  relatifs.  Un  corps  est  en  repos 
quand  il  conserve  la  même  position  relativement  à  un 
système  qui  peut  avoir  lui-même  un  mouvement  qu'on 
ignore  et  dont  on  fasse  abstraction. 
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Lorsqa'ui  point  quelconque  d'un  corps  se  meut  suivant 
une  certainB  direction  et  avec  une  certaine  vitesse,  on 
peut  toujours  concevoir  un  système  géométrique  animé 
d'cm  mouvenentde  translation  suivant  la  même  direction 
et  avec  la  nème  vitesse  :  le  point  est  en  repos  relative- 
ment à  ce  système  { *  ) .  On  appelle yô/*ce  toute  cause,  quelle 
qu'elle  soit,  qui  le  fait  sortir  de  cet  état  de  repos,  c'est- 
à-dire  qui  nodifîe ,  soit  en  grandeur ,  soit  en  direction ,  sa 
vitesse  prinitive. 

C'est  ce  fue  Ton  exprime  en  disant  :  i**  qu'un  corps  ne 
peut  passer  de  Tétat  de  repos  à  l'état  de  mouvement  sans 
l'influence  c'une  cause  quelconque  appelée /orce;  2^  que 
lorsqu'un  corps  est  en  mouvement,  il  doit  continuer  à  se 
mouvoir  incéfiniment  suivant  la  même  direction  et  avec 
la  même  vitesse,  à  moins  que  son  mouvement  ne  se  trouve 
modifié  par  l'action  d'une  force. 

Tel  est  l'énoncé  de  ce  qu'on  nomme  le  principe  d'iner- 
tie ,  ce  qui  t'est ,  au  fond ,  que  la  définition  du  mot  force  -, 
car  cela  revent  à  dire  qu'on  appelle  force  toute  cause, 
quelle  qu'elle  soit,  qui  modifie,  soit  en  grandeur,  soit  en 
direction,  m  mouvement  déjà  existant. 

Des  forces. 

19.  La  nituremême  des  forces  nous  étant  inconnue, 
nous  ne  pouvons  les  apprécier  que  par  les  effets  qu'elles 
produisent.  Or,  lorsqu'un  point  quelconque  d'un  corps  re- 
çoit un  accroissement  de  vitesse  suivant  une  certaine  direc- 
tion, nous  regardons  cet  accroissement  de  vitesse  conmie 
l'effet  d'une  force  appliquée  à  ce  point  et  suivant  cette 
direction.  Nous  avons  donc  une  idée  claire  du  point  d'ap- 
plication et  de  la  direction  d'une  force.  11  nous  reste  à 
les  comparer  50us  le  rapport  de  l'intensité^  pour  cela  ,  il 


(  '  )  Ce  mode  de  démonstration  a  été  donné  p*r  Kant.  Tu. 
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faut  commencer  par  définir  ce  que  1  on  euleid  par  forces 
égales. 

Deux  forces  sont  égales,  lorsque,  étant  appliquées  à  un 
même  point  et  pendant  le  même  temps,  ellei  impriment 
à  ce  point  le  même  accroissement  de  vitesse,  chacune 
suivant  sa  direction,  quelle  que  soit  d'ailleirs  la  vitesse 
préexistante.  Il  résulte  de  là  : 

i^.  Qtie  deux  forces  égales  et  dircciemmt  opposées 
appliquées  à  un  même  point  se  neutralisent  ;  car  elles  lui 
impriment  à  chaque  instant  des  vitesses  égiles  et  con- 
traires qui  se  détruisent. 

2^.  Une  force  dont  l'intensité  reste  conslaile  imprima 
à  son  point  d'application  une  vitesse  propoitionncUe  au 
temps  pendant  lequel  elle  agit.  En  ettet,  deux  forces 
égales  agissant  successivement  sur  le  même  point,  dans 
le  même  sens  et  pendant  le  même  temps ,  impriment  des 
accroissements  de  vitesse  égaux*,  donc,  raccroissemeiu 
total,  produit  par  les  actions  successives  des  Jeux  forces, 
est  double  de  Taccroissemcnt  produit  par  riction  d'une 
seule.  Or,  si  la  seconde  commence  à  agir  justement  h 
l'instant  où  la  première  cesse,  c'est  exactement  comnir 
si  la  première  continuait  à  agir  pendant  un  temps  double. 
On  verrait  de  même  que  la  vitesse  produite  au  bout  d'un 
temps  triple  serait  triple,  et  ainsi  de  suite j  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  la  vitesse  produite  par  une  forci* 
constante  est  proportionnelle  au  temps  pendant  lequel 
cette  force  continue  d'agir. 

3°.  Enfin,  les  forces  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
des  vitesses  qu'elles  impriment  au  même  point  dans  des 
temps  égaux.  En  effet,  les  accroissements  .de  vitesse  im- 
primés au  même  point  par  deux  forces  égales  étant  indé- 
pendants de  l'état  de  repos  et  de  mouvement,  doivent 
rester  les  mêmes,  quel  que  soit  l'intervalle  qui,  sépare  lc> 
instants  où  elles  commcnciMit  à  agir;  ils  sont  donc  encore 
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les  mêmes  lusque  cet  intervalle  est  nul ,  c  est-à-dire 
lorsque  les  kux  forcer  agissent  simultanément.  Mais 
deux  forces  «gales  agissant  simultanément  sur  le  même 
point  et  dans  le  même  sens  forment  une/orce  double; 
donc  une  foce  double  produit  une  vitesse  double,  une 
force  triple  poduit  une  vitesse  triple,  etc.  Eu  général, 
les  forces  appiquées  à  un  même  point  sont  dans  le  rapport 
des  vitesses  qi^elles  impriment  à  ce  point  dans  des  temps 
t^gaux. 

Il  s'ensuit  eue,  pour  comparer  entre  elles  des  forces 
appliquées  à  in  même  point,  il  suffit  de  comparer  les 
vitesses  qu'elles  imprimeraient  à  ce  point  pendant  le 
même  temps,  en  une  seconde  par  exemple:  par  suite, 
ces  forces  peuvent  être  représcniées  en  grandeur  et  on 
direction  au  moyen  des  droites  qui  représentent  en  gran- 
deur et  en  direction  les  vitesses  qu'elles  sont  capables  de 
produire  en  une  seconde. 

20.  Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que  l'intensité  de 
la  force  restait  constante  pendant  toute  la  durée  de  son. 
action  5  mais  Ton  conçoit  très-bien  qu'il  peut  en  être  au- 
trement, et  que  celle  intensité  peut  varier  d'une  manière 
continue.  On  peut  donc  se  proposer  le  problème  suivant  : 
Étant  donnée  la  loi  suivant  laquelle  l'intensité  d'une  force 
varie  en  fonction  du  temps,  trouver  la  vitesse  acquise  par 
le  point  d  application  au  bout  d'un  temps  donné. 

Pour  cela,  sur  une  droite  indéfinie,  prenons  des  lon- 
gueurs proportionnelles  au  temps,  puis  supposons  qu'une 
perpendiculaire  glisse  le  long  de  cette  droite  en  variant 
de  longueur  suivant  la  même  loi  que  T intensité  de  la 
force-,  l'extrémité  de  celte  perpendiculaire  décrit  une 
certaine  courbe ,  et  la  surface  limitée  par  cette  courbe  et 
par  les  deux  ordonnées  extrêmes  correspondantes  à  deux 
instants  donnés  représente  Taccroissement  de  vitesse  que 
le  point   d'application  a    reçu   pendant  Tintervalle  qui 


Digitized  by 


Google 


(  «58) 

jsépare  ces  deux  instants.  [La  démonistratioi  est  la  moine 
que  celle  que  nous  avons  donnée  pour  h  mouvement 
varié  (5)}. 

Nous  rencontrerons  plus  tard  des  questons  où  nous 
aurons  à  considérer  des  forces  d'une  intersité  variable; 
mais ,  dans  ce  qui  va  suivre  sur  la  compositbn  des  forces, 
nous  supposerons  que  leur  intensité  reste  cmslante  pen- 
dant toute  la  durée  de  leur  action:  par  conséquent,  tant 
qu'elles  agissent,  la  vitesse  du  point  d'application  croît 
proportionnellement  au  temps,  le  mouvonent  est  uni- 
formément varié ,  et  les  espaces  croissent  ;)roportionnel- 
lement  au  carré  du  temps. 

Dans  tous  les  cas,  que  la  force  soit  constante  ou  va- 
riable ,  la  vitesse  du  point  d'application  cesse  de  varier  à 
l'instant  où  la  force  cesse  d'agir  sur  lui,  et  ce  point,  s'il 
n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  autre  force,  continue  à 
se  mouvoir  d'un  mouvement  rectîligne  et  uniforme ,  en 
vertu  de  la  vitesse  acquise. 

Cofttfyosition  des  forces  appliquéesà  ufi  même  point. 

21 .  L'accroissement  de  vitesse  qu'une  force  imprime 
suivant  sa  direction  à  son  point  d'application ,  est  indé- 
pendant de  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  de  ce  point; 
par  conséquent ,  si  plusieurs  forces  sont  appliquées  simul- 
tanément au  même  point  suivant  des  directions  quel- 
conques, leurs  actions  doivent  être  indépendantes  l'une 
de  l'autre,  et  chacune  d'elles  doit  produire,  suivant  sa 
direction ,  le  même  accroissement  de  vitesse  que  si  elle 
agissait  seule  ;  d'où  l'on  peut  prévoir  que  les  forces  doivent 
se  composer  entre  elles  delà  même  manière  que  les  vitesses. 
C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  directement. 

22.  Un  point  mobile  m  [fig.  i)  étant  d'abord  situé  en 
un  point  A  rapporté  au  système  fixe  OX ,  OY,  supposons 
qu'on  lui  applique  une  force  constante  représentée  en 
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grandeur  et  en  direction  par  la  droite  hp  \  le  point  mobile 
entraînant  avec  lui  le  point  A,  marche  dans  la  direction 
de  kp  avec  une  vitesse  croissant  proportionnellement  au 
temps,  et  parcourt  des  longueurs  proportionnelles  aux 
carrés  des  temps. 


.%■ 


\. 


{V 


Nous  pouvons  toujours  concevoir  un  système  mobile  ox^ 
oy^  se  mouvant  d'un  mouvement  de  translation  avec  une 
vitesse  justement  égale  à  celle  du  point  A ,  de  manière  que 
ce  point  reste  en  repos  relativement  au  système. 

Maintenant ,  supposons  qu'on  applique  au  point  mobile 
/n,  et  en  même  temps  que  la  première  force ,  une  seconde 
force  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  droite 
A^:  le  point  mobile  quittant  le  point  A  marche  dans  la 
direction  de  kq  avec  une  vitesse  croissant  proportionnel- 
lement au  temps ,  et  parcourt  des  longueurs  proportion- 
nelles aux  carrés  des  temps  :  de  sorte  que ,  tandis  que  la 
droite  Kq  marche  parallèlement  à  elle-même  en  glissant* 
le  long  de  la  droite  kp^  le  point  mobile  glisse  le  long  de 
la  droite  kq. 

Les  longueurs  parcourues  suivant  ces  deux  directions 
étant  toujours  dans  le  rapport  de  A  /;  à  A  9 ,  le  point  mobile 
ne  quitte  pas  la  diagonale  AR  du  parallélogramme  con- 
struit sur  ces  lignes.  Les  vitesses  acquises  dans  le  sens  de 
la  diagonale  sont  aux  vitesses  acquises  dans  le  sens  dt^s 
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côtés  comme  la  diagonale  est  à  ces  mêmes  côtés,  et  les 
chemins  parcourus  sont  dans  le  même  rapport;  donc  le 
mouvement  du  point  mobile,  par  rapport  au  système  fixe, 
est  exactement  le  même  que  si  ce  point  était  sollicité  par 
une  force  unique  représentée,  en  grandeur  et  en  direction, 
par  la  diagonale  ÂR. 

Cette  force  unique ,  qui  produit  le  même  eifet  que  deux 
forces  données ,  se  nomme  leur  résultante.  Donc  la  résul- 
tante de  deux  forces  appliquées  en  un  même  4)oint  est  re- 
présentée ,  en  grandeur  et  en  direction ,  par  la  diagonale 
du  parallélogramme  constiuit  sur  les  droites  qui  repré- 
sentent, en  grandeur  et  en  direction,  les  forces  données. 

Lorsqu'on  sait  trouver  la  résultante  de  deux  forces,  il 
est  facile  de  trouver  la  résultante  d^autant  de  forces  qu'on 
voudra  ;  ainsi ,  par  exemple ,  on  peut  voir  que  la  résul- 
tante de  trois  forces  appliquées  en  un  même  point,  et  non 
situées  dans  le  même  plan ,  est  représentée  parla  diagonale 
du  parallélipipède  construit  sur  les  trois  composantes. 

Par  la  même  raison  qu'on  peut  composer  trois  forces 
en  une  seule,  on  peut  décomposer  une  force  en  trois 
autres. 

Si  les  trois  composantes  sont  rectangulaires,  chacune 
d'elles  est  la  projection  de  la  résultante  sur  sa  direction. 

Lorsqu'on  veut  composer  eu  une  seule  plusieurs  forces 
appliquées  en  un  même  point ,  on  commence  par  projeter 
chacune  de  ces  forces  sur  trois  axes  rectangulaires,  on 
fait  la  somme  des  projections  sur  chacun  de  ces  axes,  on 
a  ainsi  trois  composantes;  en  prenant  la  diagonale  du 
parallélipipède  construit  sur  ces  trois  composantes,  on  a 
la  résultante  de  toutes  les  forces  données. 

Si  Ton  applique  une  dernière  force  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  de  toutes  les  autres ,  on  établit  une 
compensation  exacte  entre  toutes  les  vitesses  produites, 
et  le  point  d'application  reste  en  repos.  On  dit  que  des 
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forces  sont  en  équilibrey  quand  elles  neutralisent  réci- 
proquement leurs  actions.  Pour  que  plusieurs  forces 
soient  en  équilibre ,  il  faut  et  il  suffit  que  chacune  d'elles 
soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  autres. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  projection  de  la  diagonale 
d'un  parallélogramme  sur  une  direction  quelconque  est 
égale  à  la  somme  des  projections  des  deux  côtés  adja- 
cents ;  d'où  Ton  peut  conclure  que  la  projection  de  la  ré- 
sultante d'autant  de  forces  qu'on  voudra  est  égale  à  la 
somme  des  projections  de  toutes  les  composantes  (bien 
entendu  que  les  projections  qui  tombent  en  sens  contraires 
doivent  être  prises  avec  des  signes  différents). 

La  résultante  est  donc  toujours  égale  à  la  somme  des 
projections  de  toutes  les  composantes  sur  sa  propre  direc- 
tion. Par  conséquent ,  si  l'on  représente  par  R  la  résul- 
tante des  forces  P,  P',  P",  etc.,  et. par  p,  p'^  p"^  etc.,  les 
projections  de  ces  forces  sur  la  direction  de  la  résultante, 
on  aura 

R  =//-(-/>' -f-/>"  H- 

En  appelant  v  la  vitesse  effective  acquise  à  un  instant 
quelconque  par  le  point  d'application  dans  le  sens  de  la 
résultante^  on  aura 

On  appelle  trav^ail  élémentaire  à! une  force,  le  produit 
de  la  vitesse  du  point  d^ application  par  la  projection  de 
la  force  sur  la  direction  de  cette  vitesse.  Ce  produit  est 
appelé  trai^ail  élémentaire  moteur  quand  la  force  tend  à 
augmenter  la  vitesse,  et  tras^ail  élémentaire  résistant 
dans  le  cas  contraire.  Lorsque  le  travail  élémentaire  mo- 
teur est  pris  comme  positifs  le  travail  élémentaire  résistant 
doit  être  pris  comme^égatif. 

On  a  donc  ce  théorème  :  Le  trai^ail  élémentaire  de  la 
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résultante  est  égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires 
de  toutes  les  composantes. 

Dans  le  cas  d'équilibre ,  la  vitesse  effective  du  point 
d'application ,  c'est-à-dire  la  vitesse  résultant  de  l'action 
des  forces,  est  nulle  ;  mais  en  remplaçant  la  vitesse  effective 
par  une  vitesse  virtuelle,  c'est-à-dire  par  une  vitesse 
quelconque  que  le  point  est  susceptible  de  prendre  indé- 
pendamment de  l'action  des  forces,  le  théorème  a  encore 
lîeu. 

En  effet,  dans  le  cas  d'équilibre,  la  somme  des  projec- 
tions des  forces  sur  une  direction  quelconque  est  toujours 
nulle;  en  multipliant  toutes  ces  projections  par  la  vitesse 
que  le  point  d'application  est  susceptible  de  prendre  sui- 
vant cette  direction,  la  somme  des  produits  est  encore 
nulle.  Pour  distinguer  ce  produit  de  celui  où  Ton  fait 
usage  de  la  vitesse  effective,  nous  l'appellerons  trauail 
élémentaire  virtuel.  Nous  aurons  donc  ce  théorème  ; 

Pour  que  des  forces  appliquées  en  un  même  point 
soient  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des 
travaux  élémentaires  ^virtuels  de  toutes  ces  forces  soit 
nulle, 

U  faut  remarquer  que  le  produit  de  la  vitesse  du  point 
d'application  par  la  projection  de  la  force  sur  la  direction 
de  cette  vitesse  est  égal  au  produit  de  la  force  par  la  pro- 
jection de  la  vitesse  sur  la  direction  de  cette  force;  par 
conséquent,  on  peut  prendre  indifféremment  l'un  ou 
l'autre  de  ces  produits  pour  le  travail  élémentaire  de  la 
force. 

Transmission  du  trai^ail  élémentaire.  Principe  des 
vitesses  virtuelles, 

23.  Lorsque  des  points  sont  liés  entre  eux ,  de  manière 
qu'ils  ne  puissent  se  mouvoir  indépendamment  les  uns 
des  autres,  toute  force  appliquée  à  l'un  d'eux  est  né- 
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cessairement  transmise  aux  autres.  Cherchons  de  quelle 
manière  cette  transmission  s'opère. 

Dans  la  réalité ,  lorsqu*un  corps  est  soumis  a  l'action 
d'une  force ,  il  commence  par  fléchir  et  se  comprimer 
plus  ou  moins  ]  mais  comme  il  arrive  un  instant  où  cette 
déformation  cesse  d'avoir  lieu,  nous  pouvons  en  faire 
abstraction ,  et  supposer  que  les  diflerents  points  d'im 
corps  sont  liés  entre  eux  par  des  droites  d'une  longueur 
invariable. 

Ainsi,  par  exemple,  les  trois  sommets  d'un  triangle, 
les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre,  sont  fixement  liés  entre 
eux  lorsque  les  longueurs  des  côtés  et  des  arêtes  sont  in- 
variables. Nous  pouvons  toujours  concevoir  les  différents 
points  d^un  système  réunis  entre  eux  par  un  réseau  de 
triangles  et  de  tétraèdres. 

Les  droites  invariables  forment  ce  que  l'on  nomme  les 
liaisons  géométriques  du  système. 

Quel  que  soit  le  mouvçment  qu'un  pareil  système  soit 
susceptible  de  prendre,  les  projections  sur  une  de  ces 
droites  des  vitesses  virtuelles  de  ses  deux  extrémités  seront 
toujours  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 

En  effet,  soit  AB  (fig*  2),  page  164 ,  l'une  de  ces  droites 
de  longueur- invariable;  soient  hp  et  By  les  lignes  qui 
représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses 
virtuelles  des  points  A  et  B  :  la  vitesse  Ap  peut  être 
décomposée  en  deux  autres ,  l'une  A  m  dirigée  suivant  AB, 
l'autre  Ar  perpendiculaire  à  AB.  La  vitesse  B^  peut 
être  décomposée  de  même  en  B//  et  Bf  •  Or,  puisque  la 
distance  AB  doit  rester  invariable,  il  faut  nécessaire- 
ment que  les  deux  vitesses  composantes  A  m  et  Bn,  di- 
rigées suivant  AB,  soient  égales  et  dirigées  dans  le  même 
sens. 


II. 


Digitized  by 


Google 


(  ««4  ) 


fg   2. 


Si  (les  forces  appliquées  en  A  ei  B  {Jîg.  i)  tendent  à 
rapprocher  ou  à  écarter  ces  points  l'un  de  l'autre ,  leur 
action  est  détruite  par  la  résistance  de  la  droite  AB. 
Cette  résistance  donne  donc  naissance  à  des  Jbrces  inté- 
rieures dirigées  suivant  AB,  et  appliquées  en  sens  con- 
traires aux  deux  points  A  et  B 5  de  plus,  ces  forces  inté- 
rieures sont  égales  entre  elles. 

En  effet ,  on  admet  comme  un  axiome  ,  que  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  appliquées  aux  extré- 
mités A  et  B  d'une  droite  invariable,  se  font  équilibre; 
car  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  que  le  mouvement 
commençât  plutôt  dans  un  sens  que  dans  Tautre.  Chacun 
des  points  A  et  B  étant  maintenu  séparément  eu  équilibre 
par  la  résistance  de  la  droite  AB,  il  faut  bien  admettre 
que  les  forces  intérieures  qui  naissent  de  cette  résistance 
sont  égales  entre  elles. 

Si  les  forces  appliquées  en  A  et  B  sont  inégales,  il  y  a 
un  mouvement  produit  par  l'excès  de  la  plus  grande  sur 
la  plus  petite ,  et  il  reste  deux  forces  égales  à  la  plus  petite 
qui  se  détruisent;  ce  sont  ces  deux  forces  égales  qui 
tendent  à  produire  le  rapprochement  ou  Técartement  des 
deux  points,  et  auxquelles  les  forces  intérieures  doivent 
faire  équilibre. 

Les  projections  sur  la  droite  AB  des  vitesses  virtuelles 
des  points  A  et  B  étant  égales  et  dirigées  dans  le  même 
sens ,  les  forces  intérieures  dues  à  la  résistance  de  cette 
droite  étant  égales  et  dirigées  en  sens  contraires,  il  est 
évident  que  les  travaux  élémentaires  dus  à  ces  forces 
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sci*ont  toujours  égaux  cl  de  signes  contraires  ;  donc  leur 
somme  sera  nulle. 

Il  en  est  de  même  pour  toutes  les  forces  intérieures 
dirigées  suivant  les  droites  qui  forment  les  liaisons  du. 
système.  Nous  pouvons  donc  conclure  que  la  sonune  des 
travaux  élémentaires  dus  aux  forces  intérieures  résultant 
des  liaisons  est  toujours  nulle. 

Lorsque,  par  l'action  des  forces  extérieures,  le  sys- 
tème est  mis  en  mouvement,  chaque  point  mobile  est 
sollicité  par  une  force  immédiate  telle,  que  si  ce  point 
était  indépendant  de  tous  les  autres,  il  prendrait  le 
même  mouvement  que  celui  quMl  prend  réellement.  Cette 
force  immédiate  qui  produit  le  mouvement  d'un  point 
est  évidemment  la  résultante  de  toutes  les  forces,  tant 
extérieures  qu'intérieures,  qui  le  sollicitent.  Le  travail 
élémentaire  de  cette  résultante  est  égal  à  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  toutes  ses  composantes  ^  par  con- 
séquent, la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les 
forces  immédiates  est  égale  à  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires de  toutes  les  forces ,  tant  extérieures  qu'intérieures , 
qui  sollicitent  tous  les  points  mobiles;  mais  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  toutes  les  forcés  intérieures  est 
toujours  nulle;  nous  avons  donc  ce  théorème  fondamental 
qui  renferme,  pour  ainsi  dire,  toute  la  «mécanique: 

La  somme  fies  trav^aux  élémentaires  de  toutes  les  résul- 
tantes immédiates  auxquelles  sont  dus  les  mou\^ements 
des  différents  points  d'un  système,  est  égale  à  la  somme 
fies  travaux  élémentaires  des  forces  extérieures  ap- 
pliquées à  ce  système. 

Nous  entendons  par  forces  immédiates  les  forces  qui , 
étant  appliquées  aux  différents  points  d*un  système  sup- 
posés indépendants  les  uns  des  autres  ,  leur  imprimerai  en  i 
les  mêmes  vitesses  qu'ils  prennent  en  vertu  des  liaisons 
qui  existent  entre  eux. 
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Nous  aurons  souvent  à  revenir  sur  ce  théorème  dont 
les  autres  principaux  théorèmes  de  mécanique  ne  sont , 
en  quelque  sorte ,  que  les  corollaires.  Nous  commencerons 
par  en  déduire  le  principe  général  de  Téquilibre. 

Le  travail  élémentaire  de  la  force  immédiate  qui  produit 
le  mouvement  d'un  point  est  toujours  positif;  caria  vi- 
tesse effective  étant  due  à  Faction  de  cette  seule  force,  est 
évidemment  dirigée  dans  le  même  sens  qu'elle.  Par  con- 
séquent ,  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  les 
forces  immédiates  est  égale  à  Texcès  de  la  somme  des 
travaux  élémentaires  moteurs  sur  la  somme  des  travaux 
élémentaires  résistants  de  toutes  les  forces  extérieures. 
Si  ces  deux  sommes  sont  égales,  toutes  les  forces  immé- 
diates sont  nulles,  il  n*y  a  aucun  mouvement  produit,  et 
les  forces  extérieures  sont  en  équilibre. 

*  Mais  alors  les  vitesses  effectives  des  points  d'application 
des  forces  extérieures  étant  nulles ,  il  faut  remplacer  les 
vitesses  eifectives  par  les  vitesses  virtuelles-,  on  a  donc  ce 
théorème  : 

Pour  que  des  forces  dirigées  et  appliquées  d'une 
manière  quelconque  soient  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  somme  des  travaux  élémentaires  virtuels 
de  ces  forces  soit  nulle. 

Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  principe  des 
"vitesses  ^virtuelles. 

Si  les  forces  extérieures  ne  sont  pas  en  équilibre,  il  est 
clair  qu'on  établira  l'équilibre  en  appliquant  à  chaque  point 
mobile  une  force  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante immédiate  qui  le  sollicite.  On  ramène  ainsi  toutes  le» 
questions  de  mécanique  à  des  questions  d'équilibre.  C'est 
pour  cette  raison  qu'on  commence  l'étude  de  la  mécanique 
par  la  statique,  qui  est  la  science  de  l'équilibre.  On  appelle 
dynamique  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de  la  pro- 
duction des  mouvements  par  l'action  des  forces. 
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Statique. 

24.  Avant  de  faire  des  applications  du  principe  des 
vitesses  virtuelles,  nous  insisterons  de  nouveau  sur  sa 
démonstraticoi  à  cause  de  son  importance. 

Soient  A ,  B ,  C ,  D  {fig.  3)  les  quatre  sommets  d'un 
tétraèdre  dont  les  arêtes  ont  des  longueurs  invariables. 


Soient  P,  P',  P",  P'''  des  forces  appliquées  à  ces  poiuts. 
Représentons  par  p  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle 
du  point  A  sur  la  direction  de  la  force  P,  et  de  même 
par  p',  p"^  p"'  les  projections  des  vitesses  virtuelles  des 
poiuts  B,  C,  D  sur  les  directions  des  forces  P  ,  P",  P'". 
Pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  il  faudra  qu'on  ait 

P ./?  4-  P'  .p'  H-  P  '  .p"  -f-  P  ' ./?"'  =  o. 

En  effet,  représentons  par  T  les  forces  intérieures  pro- 
venant de  la  résistance  de  l'arête  AB  et  appliquées  en  sens 
contraires  aux  deux  extrémités  A  et  B. 

Soit  t  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  du  point  A 
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sur  la  direction  de  A  B ,  la  projection  sur  la  même  direc- 
tion de  la  vitesse  virtuelle  du  point  R  sera  aussi  égale  à  f  ; 
mais  le  travail  élémentaire  virtuel  de  la  force  T  au  point  A 
étant  égal  à  -hT.f,  le  travail  élémentaire  virtuel  au 
point  B  sera  — T.t, 

En  représentant  de  même  par  T',  T",  T"^  T'%  T' les 
forces  intérieures  ducs  aux  résistances  des  arêtes  AC,  AD, 
BC,  BD,  CD,  et  par  f',  t",  <"',  r""^  «^  les  projections  sur 
ces  arêtes  des  vitesses  virtuelles  de  leurs  extrémités,  on 
aura  pour  les  travaux  élémentaires  virtuels  développés 
aux  deux  extrémités 


de  Tarête  AB, 

-+-T.r 

et 

-T./; 

de  l'arête  AC, 

+  T\r' 

et 

—r.t' 

de  l'arête  AD, 

-+.r./" 

et 

—  T"./" 

de  Tarêle  BC, 

^T'"  e" 

et 

_        rpW/     ^  / 

de  l'arête  BD, 

H-T'^.r^ 

et 

_X1T     ^1 

de  l'arête  CD, 

-^V.r 

et 

— -r  /^ 

Pour  que  le  système  soit  en  équilibre ,  il  faut  que  chaque 
point  séparément  soit  en  équilibre.  Nous  aurons  pour 
l'équilibre  des  forces 

Autour  du  point  A,  P./>-|- T./ 4-T'.*'-f-T"./''=:o; 

Autour  du  point  B,  P'./;' —  T./ -M*'.^'''  + T»^./"  =  o; 

Autour  du  point  C,  P"./?"  —  T.r'— T*'.f'*-HT^*/^  =  o; 

Autour  du  point  D,  P*'./?^  — T^/»^— T'./"— TVr^  =  o. 

En  faisant  la  somme,  on  voit  que  tous  les  termes  qui 
représentent  les  travaux  élémentaires  virtuels  des  force» 
intérieures  dues  aux  résistances  se  détruisent ,  et  il  reste 
P./?  -f-  P'  .p'  -h  P" ./>"  -f-  P*'  z?*"  =  o. 

Cette  démonstration  s'étend  à  autant  de  points  et  autant 
de  forces  qu'on  voudra. 

Elle  s'applique  aussi  bien  à  un  système  gêné  dans  ses 
mouvements  qu'à  un  système  entièrement  libre ,  puisque 
Ton  entend  par  vitesses  virtuelles^  les  vitesses  que  les  diffé- 
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rents  points  sont  succeptibles  de  prendre  en  vertu  des 
mouTements  possibles.  Ainsi,  par  exemple,  supposons 
qu  il  y  ait  un  point  fixe  O.  La  droite  OA,  menée  du  point 
fixe  au  point  mobile  A ,  n'a  que  la  liberté  de  tourner  au- 
tour du  point  fixe  ;  par  conséquent ,  la  vitesse  virtuelle 
du  point  A  est  toujours  perpendiculaire  k  la  droite  OA , 
et  sa  projection  sur  cette  droite  est  nulle  :  donc  le  produit 
d  une  force  intérieure  dirigée  suivant  OA  par  la  projection 
de  la  vitesse  virtuelle  du  point  A  sur  la  direction  de  cette 
force  est  nul  de  lui-même. 

Pour  faire  usage  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  il 
faut  supposer  un  des  mouvements  possibles  du  système 
auquel  les  forces  sont  appliquées ,  puis  égaler  à  zéro  la 
somme  des  travaux  élémentaires  virtuels  correspondants; 
on  obtient  ainsi  la  condition  k  laquelle  les  forces  doivent 
satisfaire  pour  neutraliser  réciproquement  leurs  actions 
par  rapport  à  ce  mouvement  possible.  Il  suit  de  là  qu'on 
doit  toujours  avoir  autant  de  conditions  d'équilibre  que 
le  système  peut  prendre  de  mouvements  différents  ;  cha- 
cune de  ces  conditions  indiquant  que  les  forces  se  neutra  - 
lisent  réciproquement  par  rapport  à  Fun  de  ces  mouve- 
ments possibles.  (  La  suite  prochainement,  ) 


THÉORBHB  D8  M.  JMCHIMSTHAL  SUR  L1NTBRSBCTI0N  DE 
DRUX  GOKIOHBS. 

(Journal  de  M.  Grelle,  tome  XXXVI,  page  196;  i8/|8.) 


I.  Lemme.  Toutes  les  racines  d'une  équation  algé- 
brique peuvent  être  représentées  par  des  tangentes  d'arcs 
réels  ou  imaginaires*,  une  fonction  symétrique  de  ces  arcs 
est  une  quantité  réelle. 
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II.  Lemme,  Soit  , 

une  équation  algébrique  de  degré  m  ]  si  l'on  a 

A,  —  A3  -h  As  — •  A,  -4-  . . .  =  o , 

la  somme  des  arcs-racines  est  un  multiple  de  n-^  et  si 
l'on  a 

Ao  —  A,  4-  A4  —  A,  -h  . . .  =  o, 

la  somme  des  arcs-racines  est  un  multiple  de  -  • 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  formule  connue  qui 
exprime  la  tangente  de  la  somme  des  m  arcs,  et  sur  les 
relations  newtonniennes  entre  les  coefficients  d*une  équa- 
tion et  les  racines. 

m.  Lemme.  Deux  coniques  situées  dans  un  aième 
plan  ont  un  système  d'axes  conjugués  en  commun. 

IV.  Soient,  dans  un  même  plan,  deux  coniques  à  centre^ 
prenons  pour  axes  coordonnées  le  système  commun  d^axes 
conjugués,  et  pour  origine  le  centre  de  l'une  de  ces  coni- 
ques :  les  équations  de  ces  courbes  seront  de  la  forme 

a»^î  4 .  ^»  x'  —  a^  ô»  =  o , 


^'^  }  A^-» -f- Ca:> -f- D/  4- Ex -h  F  =  0 

Faisons  dans  la  première  équation  x  =  a  cos  a ,  nous 
aurons  y  =  b  sin  a  ;  dans  les  points  communs  aux  deux 
coniques,  ces  valeurs  doivent  aussi  satisfaire  à  la  seconde 
équation.  Faisant  la  substitution,  on  obtient 

Aô*  sin'a  4-Ca'  cos'a  4-  D^  sin  a  -h  Ea  cosa-h  F  =  o. 

Un  calcul  facile  donne 

!tang'a[(A^»  H-  F)'  —  D'^'J  —  a  ai  DE  tangua 
H-  lang'a[2(A^»'  +  F)  (Ca'  4-  F)  —  6='D'  —  a'  K'] 
—  ?.  DE  au  tang  a  -h  {Ga'  H-  F)'  —  E'/z'  =  o. 
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Comparant  avec  le  lemme  II ,  nous  avons 
A,  —  A3  =  o; 

donc  la  somme  des  arcs-racines  est  un  multiple  de  tt.  On 
peut  faîre  de  ce  résultat  le  sujet  d'un  théorème  qui  devient 
celui  que  M.  Joachimsthal  a  énoncé  sans  démonstration, 
en  supposant  que  la  seconde  conique  est  un  cercle,  et 
alors  la  première  conique  est  une  ellipse  rapportée  à  ses 
axes  principaux. 

V.  Si  dans  Téquation  (2)  nous  avons 

Ao  —  Aa  4-  A4  =  o       (lemme  II) , 

ou  bien,  toute  réduction  faite, 

A^»— Ca'  =  o; 
alors  la  somme  des  arcs-racines  aux  points  d'intersection 
est  un  multiple  de  — 

VI.  Lorsque  la  première  conique  est  une  hyperbole, 
son  équation  étant  de  la  forme 

«V—  ^'x'-+-û'ô*  =  o, 
on  fera 

.r=aséca,     et     ^  =  ô  tang  a. 

On  trouve  que  lorsqu'on  a  la  relation 

la  somme  des  arcs-racines  aux  points  d'intersection  est 

un  multiple  de  tt,  et  un  multiple  de  -  pour  la  relation 
A6»-hCfl'— F  — D^  =  o. 
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SOLUTION  m  LA  «UGSTION  194 

(TOirt.  Vil,  p.  368); 

Par  mm.   BENOIT  (Léon)   bt  HERBE  (Auguste), 

Élèves  de  malhématiques  supérieures  au  lycée  de  Reims 

(classe  4e  M.  Sorniii). 


1 .  On  distingue  trois  sortes  de  polygones  plans  :  i^  les 
polygones  convexes 5  2®  les  polygones  à  angles  rentrants; 
3^  les  polygones  ëtoilës. 

2.  Problème.  Dans  un  quadrilatère  plan,  ayant  deux 
angles  opposés  droits  y  étant  donnés  deux  côtés  con- 
sécutifs et  V angle  compris  entre  ces  côtés  y  trouver  Voire 
du  quadrilatère  en  fonction  des  données» 

Solution,  Un  tel  quadrilatère  est  nëcessairement 
convexe. 

ï*"^  ca5.  Quadrilatère  non  étoile.  Soient  O,  A ,  O',  A' 
les  sommets  du  quadrilatère  ;  A,  A'  deux  angles  opposés 
droits  5  OA  =  a ,  OA'  =  a'  ;  angle  AOxV  ==  a  :  on  obtient 
facilement 

A'O'  sin  a  =  a  —  n'  cos a ,      AO'  =  a'  —  a  ces  a. 

Désignant  par  S  Taire  du  quadrilatère ,  on  a 

(/?  —  fl'  cos  a)  [a'  —  a  cos  a) 


a  S  =  flfl'  sin  a  4- 


SlDa 


2S  sina=2fltf'—  {a^-^a'^)cosa:=^aa'cx>s^  -  a  —  («-+-«')'  cosa 

jiutrement.  Prolongeons  AO'  et  OA'  jusqu'à  ce  qu'ils 
se  rencontrent  en  I ,  on  a 

2S=  2(AI0  — O'IA'), 
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on 

sin  a  cosa  sin  a  cos  a     ' 

d'où 

2  S  sin  a  ==  ^aa!  ^{««-j-n'»)  cosa, 

comme  ci-dessus. 

2*  cflw.   Quadrilatère  étoile.  Le  point  d'intersection  I 

est  sur  les  côtés  AO',  A'O  non  prolongés,  alors  l'expres- 

2<i/i'  — (fl=-|-a'Mcosa  .  ,      -.^^, 

sion : ^ est  toujours  la  diiierence   des 

a  SID  a  '' 

aires  des  triangles  AIO  etO'IA'5  et  c'est  seulement  de 

cette  diflerencc  dont  on  a  .besoin  dans  hi  question  194 

qui  suit. 

3.  Problème.  Connaissant  en  grandeur  et  en  direc^ 
tion  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  O  sur  les 
côtés  d^ un  polygone  plan,  trousser  V aire  du  polygone 
en  fonction  des  données. 

Solution,  Soit  n  le  nombre  des  côtés  du  polygone  et 
aussi  le  nombre  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O 
sur  ces  côtés  :  on  formera  ainsi  n  quadrilatères  ayant 
cbacun  deux  angles  opposés  droits.  Désignons  les  côtés 
successifs  par  les  nombres  i ,  a  ,  3 ,. . . ,  /i  ^  et  de  même  les 
perpendiculaires  par  pi^pt^  /'«v?  Pn]  Pr-i  Pr^t  étant 
deux  perpendiculaires  consécutives ,  Taire  du  quadrila- 
tère correspondant  sera  (§§  2  et  3) 

2  sin  {prj  Pr+x) 

et  Taire  du  polygone  est  égale  à  la  somme  de  n  expressions 
de  cette  forme.  Il  n*y  a  de  difficultés  que  pour  les  signes  : 
on  les  détermine  ainsi.  Du  point  O  comme  centre ,  et  d'un 
rayon  quelconque ,  on  décrit  une  circonférence:  allant 
d'une  perpendiculaire  à  la  suivante,  toutes  les  fois  qu'on 
marcbe  dans  le  même  sens,  de  i  à  2,  on  prend  l'expression 
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telle  qu'elle  est ,  et  quand  on  marche  dans  le  sens  inverse, 
on  prend  l'expression  avec  le  signe  opposé  ;  car  le  signe 
d^une  des  perpendiculaires  devient  négatif,  et  a  se  change 
dans  2^  —  a.  Il  suflSt  de  faire  une  figure  pour  se  convaincre 
de  la  justesse  de  cette  détermination  de  signes. 


ARITHMOLOGIK. 


Théorème,  a  étant  un  nombre  positif  ou  négatif  de 
lafoime  6  -+-  i  5  A  w/i  nombre  positif  de  la  forme  2  H-  i 
et  X  une  quantité  quelconque ,  on  a  V équation 

a  — h 

2(-.)~6(a'-6')-"'^'*'=o(*). 

(Jagobi.  Crelle,  tome  XXI,  page  i3;  1840. 

Démonstration,  U  suffit  de  démontrer  que  la  somme 
des  termes  où  x  a  le  même  exposant  est  nulle.  Faisons 

on  satisfait,  comme  on  sait,  à  cette  équation  par  les  huit 
valeurs  suivantes  : 

a'=±: ,  b'=z± , 


^  2 

2  2 

Mais,  d'après  l'hypothèse,  pour  que  x  appartienne 

à  la  série,  il  faut  que  a',  positif  ou  négatif,  soit  de  la 
forme  6 —  i ,  et  que  ft'  soit  positif  et  de  la  forme  2  -f-  i  : 
ces  conditions  vont  réduire  le  nombre  de  ces  valeurs  à 
une  seule. 

En  effet,  a  étont  impair,  il  n'y  a  que  ces  deux  cas  pos- 


(•)  Noufl  mettons  le  point  leibnitzien  pour  indiquer  un  multiple. 
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sibles: 

Premier  au.        pca^'-  — -—    hî-:**^- 

*—  r  g~  r 

Deuxième  cas.     ."tzti-r.       — -        z**^*- 

2  2 

nombres  :  alors  *  £  = '*:  rrpsçt.oi  >  ir^ii:«ae  ra?.  €! 

à  £  =  —  I  correspoLri  le  prerri-er  <**:  >:  d-- 

G)m]ne  6'  esl  impair .  on  a  ^-nc 

a  —  tb 

le  nombre  correspondant  de  a'  est  don< 

a  —  3  e'' 

1 

(on  change  A  en  —  sfc  i  :  mais  b'  derant  être  positif •  nous 

pouvons  écrire 

.   a  — 3g^  .,        .a-^-tb 

2  ^ 

c'  éunl  =  -H  1  lorsque  ^      '     est  positif,  et  c'  =  —  i 

lorsque  ^  est  négatif. 

Si  dans  a'  nous  prenons  le  signe  supérieur,  alors 
^J—a  devient  divisible  par  3:  mais  a  et  «' étant  tous 
de  la  forme  6-4-  i,  ia—a  divisé  par  3  laisse  pour 
reste  i  ;  le  signe  supérieur  doit  donc  être  rejeté^  on  a 

donc 

a  —  3i6 
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2  a'  +  a  est  divisible  par  3 ,  et  a  étant  de  la  forme  6  -h  i . 
ia!  est  de  la  forme  3  +  2,  et  par  conséquent  a/  de  la 
forme  3  -4-  i .  Or  on  a 

ib't'=a-\-bt     (cart''=i),     et     2fl'  =  3^« — a\ 

donc 

b  étant  impair ,  a'  est  donc  aussi  impair;  donc  a'  est  de 
la  forme  6  -+-  i .  Ainsi 

,       Ztb—a                     ,a-irtb 
(i)  û'= ,         b'=zt  • 

^    ^      .  2  2 

on  en  déduit 

36'j'— fl'  ,         fl'-f-j'^' 

^    ^  J.  2 

Les  équations  (2)  sont  de  la  même  forme  que  les  équa- 
tions (i) ,  e  et  e'  ont  changé  de  rôle  ;  et  comme  b  doit  être 


impair,  on  voit  que,  pour  e'=  4-  i ,  est  impair, 

b'       . 

—  pair;  et  poi 

est  pair-,  donc 


et pair;  et  pour  e'=r  —  i ,  est  impair  et 

a'-^b' 


a'— h' 


Les  équations  (2)  montrent  que  les  mêmes  opérations  par 
lesquelles  on  a  déduit  a!  et  b'  de  a  et  de  £ ,  conduiraient 
de  a'  et  V  vers  a  eib\  les  deux  systèmes  de  valeurs  a,  b 
et  a  et  b'  ont  donc  une  relation  de  réciprocité,  et,  en 
continuant  les  opérations ,  on  reviendrait  aux  précédentes 
valeurs.  Il  suffit  donc,  pour  la  démonstration,  que  les 

deux  coefficients  de  x  et  de  or  soient  ^aux 

et  de  signes  opposés. 
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La  somme  de  ces  coefficients  est 

Substituant  pour  a'  elb'  les  valeurs  tirëes  de  Tëqua-^ 
tion  (i) ,  on  a 

a'»  — 6'»=  — 28  A  (a— e^), 
et  de  là 

la  somme  des  coefficients  devient  donc 


Mais 


•*')L(-')  ' 

-.e'(-,)     ' 

[-0  '  , 

a'-fc' 

a'-^b' 

=  (-!)  ^  ; 

d'où 


donc  cette  sonune  est  nulle.  C.  Q.  P.  D. 

Observation.  Le  cas  peut  se  présenter  où  a' =  a  et 
b'=z  b]  alors  la  première  des  équations  (2)  donne 

a=:^«;     donc     fl' — A»=o; 
ce  qui  vérifie  évidemment  le  théorème. 


Ann.  de  Maihémat.,  t.  IX.  (Mai  i85o.)  13 
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SIR  L'IMPOSSIBILITÉ,  EN  NOMBRES  ENTIERS,  DE  LÉOUATIOK 

xT  =  j"  -h  I  -, 
Pak  m.  LEBESGUE. 


Selon  M.  Catalan,  deux  nombres  consécutifs,  autres  que 
8  et  9,  ne  peuvent  être  des  puissances  [Ann,y  t.  I,  p.  5ao); 
en  d'autres  termes ,  réquation  or"'  =  j"  -+-  i  est  impos- 
sible. 

L'impossibilité  est  manifeste  pour  m  =  n^  et  plus 
généralement  pour  le  cas  dans  lequel  m  et  n  ont  un  divi- 
seur commun.  On  peut  donc  ramener  tous  les  cas  à  ceux 
de  m  et  71  premiers  en  changeant  les  inconnues.  Voici  la 
démonstration  pour  le  cas  de  ra  =  a  et  m  impair. 

Elle  repose  sur  les  propriétés  élémentaires  des  nombres 
entiers  complexes  a  +  i  v^ —  i  (a ,  b  entiers ,  positifs  ou 
négatifs) ,  introduits  par  M.  Gauss  dans  la  Théorie 
des  Nombres.  Il  suffira  de  dire  ici  qu'en  représentant 
par  ai ,  as ,  a»,  etc.,  une  suite  d'entiers  a,  -h  j3i  V^ — i  , 
«f  -+-  ^t  ^ — i?  etc.,  liés  par  des  équations  telles  que 

mettant    le   quotient    — ^  sous  la  forme  ft,  +  c,  v' — i , 

et  faisant  y,  =  B,  -h  d  ^ — i,  en  supposant  que  B,, 
Ci  soient  les  entiers  les  plus  près  (par  excès  ou  dé- 
faut) de  bi ,  Ci ,  c'est-à-dire  tels  ,  que  les  valeurs  abso- 
lues des  différences  i,  —  B. ,  c,  —  C,  ne  surpas- 
sent jamais  -,  alors  le  carré  du  module  de  «,4.1,    ou 

(a.+,)'  -+■  (/^'+«)%  e»  faisant  a.^,  =  a,+,  -+-  |3.+j  \/^, 
sera  moindre  que  la  moitié  du  carré  du  module  de  Oi^i . 
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(Nota.  On  donne  le  nom  de  norme  au  carré  du  module.) 
On  voit  donc  que  la  série  a^  ^  a^^  a^^  eic,  se  terminera 
par  on  nombre  dont  la  norme  sera  o  ou  i .  {WtAr  Nouueiles 
annales,  tome  m  y  page  34o.) 

Au  moyen  de  ce  théorème  de  M.  Gauss,  on  peut  étendre 
aux  entiers  a-\-b  v— î  toutes  les  propositions  corres- 
pondantes à  celles  qui  existent  pour  les  entiers  ordinaires, 
relativement  à  la  décomposition  en  facteurs  simples  ou 
premiers.  De  la ,  au  moyen  du  théorème  de  Waring,  on 
établirait  sans  difficulté  que  tout  nombre  premier  p  de 
forme  J^k-k-i  est  la  somme  de  deux  carrés  : 

Il  suffira  d'avoir  indiqué  en  passant  cette  application  déjà 
faite  par  M.  Dirichlet. 

Au  moyen  du  même  théorème ,  on  peut  prouver  aussi 
Fimpossibilité  de  l'équation 

Si  les  facteurs  j  -h  V' — 15  y  —  ^ — i  avaient  un  fac- 
teur commun,  il  diviserait  la  différence  a  V —  i  ;  or, 
j  impair  donnerait  jr*+i  =  ^k-h^  qui  n'est  pas  une 
puissance;  donc  jr  est  divisible  par  2 ;  ^ — i  ne  l'est  pas; 
les  facteurs  communs  ne  peuvent  donc  être  que  +1, 
. — 1,  ^ — 1,  — v^ — I,  qui  sont  diviseurs  de  tous  les 
nombres.  Ainsi  y-h^ — i  et  jr — ^ — i  sont  premiers 
entre  eux;  et  puisque  y^-hi  est  une  puissance  m*^'^ 
il  faudra  poser 

r' -f- 1  =  («'  +  »'')"'  =  x^y    x=  a»  +  f.^ 

Comme  j  est  pair  et  x  impair,  l'un  des  nombres  «,  y 

12. 
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i*st  pair.  De  là 

^  V^=  [(«  -f  u  v/^)"  -  («  -  y  v^")"!  (~,  ..^(v^ZI",  !': 
savoir,  pour  a  pair  =  2  jS , 

f— ï)'^  =  m.ii"^'«' r «*--^r-  4-..  .  dbi»"; 

et  pour  a  impair  =  2  /3  -f-  i . 

^  '  1.2 

la  première   équation   donne  m  =  zt  1  ,   la  deuxième . 
M  =  ±:  I ,  puisque  u  et  t'  divisent  { — 1)^  =  rfc  i . 
On  aura  donc ,  dans  les  deux  cas, 

//i ./ff  —  I     ^       m, m  —  i  .m  —  2. m  —  3     .  _. 

1.2       '  1.2.3.4 

p  étant  égal  à  u  ou  à  i^,  et  toujours  pair.  Avec  le 
signe  inférieur,  Téquation  est  impossible ,  car  elle  don- 
nerait 2  divisible  par  4.  Avec  le  signe  supérieur  on  a,  en 
divisant  parp', 

,     ,      m  .m  —  I        m, m  —  1  . ///  —  2 .  w  —  3 

(^)  — Tï rmi /"  +  •••  =  «• 

Or  cette  équation  est  impossible.  Cela  est  évident  pour 

impair;  pour  — • pair,  1  impossibilité  s  e^ 

tablit  ainsi  qu'il  suit  : 

Soit  A  ô"  4-  B  0  -h  G  Ô'^  -f- .  . .  une  fonction  entière  où 
les  entiers  A ,  B,  C ,  etc. ,  sont  premiers  à  d  ;  si  les  expo- 
sants entiers  positifs  a,  |3,  y,  etc.,  ne  vont  pas  en  décrois- 
sant, et  que  a  soit  moindre  que  tous  les  autres,  on  ne 

saurait  avoir  A6^'  -hliO^  -f- .  .  .  =  o-,  car  il  en  résulterait 
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A  +  BO*^"" -f- CO^"* +...  =  o,  d'où  A  divisible  par  Ô 
contre  Thypo thèse. 

Or  Téquation  (A)  rentre  dans  ce  cas.  Si  l'on  prend  le 
terme  général  de  l'équation  A ,  et  qu^on  l'écrive  ainsi 
m. m  —  I        m  —  t.. m  —  3 . .  . /»  —  2 /•  -h  i         1.2 ./?'*^' 


X , X 


1 . 9. ...  2  X  —  2  2  A"  —  1 . 2  X  ' 

les  deux  premiers  facteurs  étant  entiers,  et  le  premier 
pair  par  hypothèse ,  le  dernier  facteur  n'est  pas  nécessai- 
rement entier^  mais  la  puissance  de  2  qui  divise  le  numé- 
rateur surpasse  la  puissance  de  2  qui  divise  le  dénomina- 
teur, si  la  puissance  de  2,  qui  divise  p'*"*,  surpasse  la 
puissance  de  2  qui  divise  k.  Or,  c'est  ce  qui  a  lieu  ;  p  est 
pair,  donc  /?•*"'  est  divisible  au  moins  par 

2'*-»  =  (l-hl)'*-'=l-h2X— -2-ha  =  >Ç- H- X— 1  +  . ..>/?•. 

2*./ 

Ainsi  le  troisième  facteur  a  la  forme  —77—,  i  et  /'  étant 

i 

des  entiers  impairs;  on  voit  donc  que  dans  le  terme  géné- 
ral, qui  est  nécessairement  entier,  Texposant  de  2  est  plus 

grand  que  dans  le  premier  terme  — ^ ;  l'équation  (A) 

est  donc  impossible. 

Les  autres  cas  de  l'équation  x"'  =21  j"  -|-  i  paraissent 
présenter  plus  de  difficulté.  Je  n'ai  pu  savoir  jusqu'ici  ce 
que  M.  Catalan  a  trouvé  à  ce  sujet. 


«UBSTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  ET  DE  GALGIIL 
INFINITÉSIMAL; 

Par  m.  STREBOR. 


I.  Soient  X,  Y  deux  points  pris  sur  les  prolongements 
des  axes  d'une  ellipse  dont  on  désigne  le  centre  par  O ,  tris 
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que ,  si  P,  Q  sont  respectivement  les  points  de  contact 
des  ungentes  menées  de  X,  Y,  les  angles  OXP,  OYQ 
soient  ^aux.  Trouver  la  courbe ,  lieu  du  point,  dont OX, 
OY  sont  les  coordonnées. 

II.  Maserès ,  dans  ses  Scriptoves  Logarithnuci ,  a  re- 
marqué que  : 

Si  la  fonction  j  =  log  lang  (  7  -f-  ^ )»  étant  développée 

suivant  les  puissances  de  x ,  donne  la  série 

jr  =  a^x  -h  a^x^ -\-  a^x^  -^  O: x'  -\r  '  .  .  , 

le  développement  de  x^   suivant  les  puissances  de  i , 
sera 

III.  Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer,  et  s^entre- 
coupant  orthogonalement,  qui  touchent  respectivement 
deux  ellipses  homofocales  données,  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  celui  des  paraboles.  Les  points  d'intersec- 
tion de  toutes  les  paires  de  paraboles  qui  satisfont  à  cette 
condition  seront  situés  sur  une  circonférence  de  cercle, 
ayant  pour  centre  le  foyer  commun  des  paraboles. 

IV.  Trouver  en  coordonnées  elliptiques  l'équation  d'une 
parabole  quelconque,  tangente  à  une  ellipse  donnée,  et 
dont  le  foyer  coïncide  avec  un  des  foyers  de  Tellipse. 

V.  Soient 


Jo      V^i  — sin'ôsin^tj 


et 


Jo      v^i  —  cos'Gsin^'f 


il  faut  prouver  que  . 

0       9.  log  (4  sin  ô  tang  0) 


>"• 
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IV.   Désignons  par  A  l'intégrale  détiuie 


r 


X 


il  faut  prouver  que 

VII.  Trouver  la  courbe,  Heu  du  sommet  d'une  hyper- 
hole  équilatère,  tangeule  à  une  cassinoïde  donn<^e,  et 
concentrique  avec  elle. 


THÉOnÈHE  SUR  US  ARGS  DES  OVALES  DE  DESCARTES; 

Par  m.  SïREBOR. 


L^arc  d'un  ovale  de  Descartes  (ou  d^uue  ligne  aplané- 
tique)  s'exprime  par  une  fonction  uUra-elliptique  dans 
laquelle  la  quantité  soumise  au  signe  radical  monte 
jusqu'au  septième  degré-,  mais,  malgré  la  complication 
de  ce  résultat,  on  peut  déterminer  algébriquement  sur 
cette  courbe,  d'une  infinité  de  manières,  des  arcs  dont 
les  différences  sont  réductibles  aux  arcs  d'ellipse. 


NOTE 

Sir  h  soMnci  des  angles  d'un  polygone  plan  et  sir  Taire  di  polygone 
spliériqne; 

Par  m.  barbet, 

('bel'  d'institution. 


On  distingue  trois  espèces  de  polygones  plans  ou  sphé- 
riques. 
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1°.  Polygones  coni^exes^  aucun  côté  n  est  rencontré  par 
un  côté  non  adjacent^  aucun  angle  intérieur  n'est  plus 
grand  que  deux  angles  droits. 

2*^.  Polygones  non  cotwexes  y  aucun  côté  n'est  rencontré 
par  un  côté  non  adjacent.  Il  y  a  des  angles  intérieurs  plus 
grands  que  deux  angles  droits. 

3°.  Polygones  étoiles;  un  côté  est  rencontré  par  un 
côté  ou  par  plusieurs  côtés  non  adjacents. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  s'agit  que  de  polygones  non 
étoiles. 

4.  Théorème.  Dans  un  polygone  conv^exe,  la  sofnme 
des  angles  intérieurs  est  égale  à  autant  de  fois  deux 
angles  droits  quily  a  de  côtés  moins  deux. 

Démonstration,  Soit  un  polygone  de  n  côtés.  Suppo- 
sons que  le  théorème  subsiste  pour  n  —  i  côtés.  Soient  A , 
B ,  C  trois  sommets  consécutifs  :  menons  la  diagonale  AC; 
elle  forme  évidemment,  avec  les  côtés  restants ,  un  poly- 
gone de  n  —  I  côtés.  La  somme  des  angles  de  ce  polygone 
est  égale,  par  hypothèse,  à  a  (n  —  3)  pu  à  2/*  —  6 
angles  droits  ^  joignant  à  cette  somme  celle  des  trois  angles 
du  triangle  A ,  B,  C,  on  obtient  évidemment  la  sonmie 
des  angles  du  polygone  donné ,  somme  égale  à 

2/1  —  6-h2  =  2/l  —  4=2l('*  —  2); 

donc  le  théorème  subsiste  aussi  pour  un  polygone  de  n  cotés. 
Or  il  subsiste  pour  le  triangle;  donc,  etc. 

Même  démonstration  pour  Taire  d'un  polygone  sphé- 
rique  convexe. 

2.  Lemme,  Dans  tout  polygone  non  convexe ,  il  est 
toujours  possible  de  mener  au  moins  une  diagonale  qui 
ne  soit  rencontrée  par  aucun  côté  non  prolongé  du  poly- 
gone. 

Démonstration .  Soient  A ,  B ,  C  trois  sommets  consé- 
cmifsj   menons  la  diagonale  BC.   Si  elle  ne  repcontrc 
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aucun  côté  du  polygone ,  c'est  la  diagonale  demandée  ^  si 
elle  rencontre  un  côté  ou  plusieurs ,  concevons  qu'elle  se 
meuve  parallèlement  à  elle-même,  en  se  rapprochant  du 
sommet  B.  Il  arrivera  né(;essairement  un  moment  où, 
passant  par  un  ou  plusieurs  sommets  du  polygone ,  il  n'y 
en  aura  plus  entre  elle  et  le  sommet  B;  soit  O  un  de  ces 
derniers  sommets.  Menons  la  droite  OB-,  c'est  une  diago- 
nale et  non  un  côté ,  puisque  deux  côtés  B  A ,  BC  passent 
par  B,  et  cette  diagonale  OB  ne  peut  être  rencontrée  par 
un  côte,  à  moins  que  ce  côté  n'entre  dans  le  triangle  et 
coupe  un  des  côtés  BA ,  BC  ^  ce  qui  est  impossible ,  puisque 
le  polygone  n'est  pas  étoile-,  donc ,  etc. 

Observation,  Même  démonstration  pour  les  polygones 
sphériques  non  convexes-,  il  faut  concevoir  que  le  plan 
du  grand  cercle  BC  se  meuve  parallèlement  à  lui  même. 

3.  Théorème.  Duïis  un  polygone  non  com^exe^  la 
somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à  autant  de  fois 
deux  angles  droits  (juHlj  a  de  cofés  moins  deux. 

Démonstration.  Soit  un  polygone  de  n  côtés;  suppo- 
sons que  le  théorème  subsiste  pour  tout  nombre  de  côtés 
moindre  que  w.  Menons  une  diagonale  qui  ne  soit  ren- 
contrée par  aucun  côté  (§2).  Supposons  que  cette  diago- 
nale aitp  côtés  du  polygone  à  sa  droite  et  ^  à  sa  gauche; 
de  sorte  qu'on  a  p  -h  g  =^  n.  Cette  diagonale  forme ,  avec 
les  p  côtés ,  un  polygone  de  p  -f-  i  côtés ,  et  avec  les  q  côtés, 
un  polygone  de  ^4- 1  côtés;  etl'onap-f-i  <^7i,  ^-t-i  <i^\ 
donc,  suivant  l'hypothèse ,  les  sommes  des  angles  intérieurs 
dans  chacun  de  ces  polygones  sont  2  (p  —  i  )  droits  et 
2  (y —  i)  droits,  et  ensemble  2  [p  -^  ç  —  2)  =  2(/i  —  2). 
Mais  l'ensemble  de  ces  sommes  est  égal  à  la  somme  des 
angles  du  polygone  donné;  donc  le  théorème  subsiste 
pour  n  cotés.  Le  théorème  est  évident  pour  un  quadrila- 
tère non  convexe;  il  est  donc  vrai  pour  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés. 
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par  le  sens  du  mouvement  d'arrivée.  Si  le  poiul  parvenu 
en  B  parcourait  la  corde  BA  pour  revenir  en  A ,  la  somme 
totale  de  ces  changements  de  direction  serait  égale  à 
quatre  angles  droits  (§6)-,  mais,  depuis  qu'il  est  parti 
de  B,  le  point  a  changé  deux  fois  de  direction  enB^  ce 
changement  est  mesuré  par  Tangle  QBA ,  et  en  A  il  est 
mesuré  par  l'angle  BAP.  Donc  la  somme  des  changements 
de  dii^ction  subis  pendant  le  parcours  de  l'arc  AMB  est 
égale  à  quatre  angles  droits  moins  la  somme  des  angles 
QBA -K  BAP ^  et,  d'après  le  lemme  précédent,  cette  dif- 
férence est  égale  à  l'angle  formé  par  les  perpendiculaires 
aux  tangentes,  c'est-à-dire  par  les  normales.  C.  Q.  F.  D. 

Observation.  Lorsque  les  normales  sont  parallèles,  elles 
sont  censées  former  ensemble  deux  angles  droits  •,  de  même 
lorsque,  formant  une  droite,  elles  sont  dirigées  en  sens 
opposés.  Ainsi,  un  point  décrivant  une  demi-circonfé- 
rence ou  une  demi-ellipse ,  la  somme  de  ses  changements 
de  direction  est  égale,  dans  les  deux  cas,  à  deux  angles 
droits.  Il  faut  toujours  prendre  la  normale  diiîgée  vers  le 
centre  de  courbure. 

Remarque,  Pour  les  polygones  réguliers  étoiles,  "voyez 
tome  VIII,  page  68. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  66 

(voir  I.  Il,  p.  326); 

Pau  m.  Gustave  MARQFOY, 

Élève  (institution  Sainte-Barbe). 

1 .  Lemnie,  Une  ligne  plane  de  degré  m  étant  rapportét * 
à  des  axes  reclilignes ,  si  Ton  divise  proportionnellement 
toutes  les  ordonnées,  les  points  de  division  sont  sur  une 
ligne  de  même  degré. 
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Obsejvation,  Ce  lemme  subsiste  pour  les  surfaces. 

2.  Lemme,  Chaque  corde  d'un  système  de  cordes  pa- 
rallèles dans  une  conique  étant  partagée  proportionnel- 
lement, les  points  de  division  sont  aussi  sur  une  conique. 

Démonstration,  Les  moitiés  des  cordes  sont  aussi  par- 
tagées proportionnellement  ;  mais  les  milieux  des  cordes 
parallèles  sont  sur  une  même  droite;  donc  les  moitiés 
peuvent  être  considérées  comme  des  ordonnées,  et  l'on 
retombe  sur  le  lemme  précédent. 

Observation,  Le  lemme  subsiste  pour  une  surface  du 
second  degré  ;  car  les  milieux  des  cordes  parallèles  sont 
sur  un  même  plan. 

3.  Question  66.  On  donne  une  conique  et  un  diamètre. 
Trouver  sur  le  diamètre  un  point  tel ,  qu'en  menant  par 
ce  point  une  parallèle  à  une  droite  donnée,  les  deux 
segments  de  la  sécante  soient  dans  un  rapport  donné. 

Solution.  Concevons  un  système  de  cordes  ayant  toutes 
la  direction  donnée.  Divisant  ces  cordes  dans  le  rapport 
donnée  les  points  de  division  sont  sur  une  conique 
[lemme  ^).  Donc  le  point  cherché  est  sur  Tintersection 
de  cette  conique  avec  le  diamètre ,  et  Ton  sait  qu'on  peut 
toujours  trouver  Tintersection  d'une  conique  et  d'une 
droite  sans  construire  la  conique ,  pourvu  que  la  conique 
soit  déterminée  par  cinq  données^  de  sorte  que  le  pro- 
blème est  également  facile  pour  une  droite  quelconque 
non  diamétrale.  D'ailleurs,  on  prouve  aisément  que  la 
seconde  conique  est  concentrique  à  la  conique  donnée. 
La  discussion  relative  aux  trois  espèces  de  coniques  ne 
présente  aucune  difficulté.  Le  problème,  toujours  pos- 
sible pour  l'ellipse,  devient  impossible  dans  la  parabole 
lorsque  la  direction  donnée  est  un  diamètre,  et  dans 
Thyperbole  lorsque  cette  direction  est  une  asymptote. 

Observation.  Une  solution  analogue  a  lieu  pour  le 
problème  analogue  et  pour  une  surface  du  second  degré. 
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SUR  LB  CALCUL  BE  tt 

(TOlr  L  1.  p.  190;  t.  Il,  p.  188;L  III,  p.  13  et  S8  ;  t.  IV.  p.  196  ;  (    IX,  p.  12); 

Par  m.  a.  FAI^IEN, 

Professeur  à  Redon  (Ille-et^Vilaine). 


La  méthode  simple  et  facile  de  Lacroix  donne 


c  désignant  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  n  côtés  ; 
Cl  le  côté  du  polygone  de  2/1  côtés ,  et  le  diamètre  étant 
pris  pour  i .  On  tire  de  là 

Le  nombre  des  radicaux  superposés  est  m  +  1 .   On 
démontre  (jue 


et ,  par  suite , 


C.-r.<g(C~c), 


C~c«<^(C-c), 


Cl  ,.••>  C„  désignant  les  côtés  des  polygones  circonscrits 
semblables.  Donc  P,  Pi  v**7  ^m)  Pi  /'i  v>  Pm  désignant 
les  périmètres ,  on  a 

P-.-/^«< ^^ ~"F"' 

Donc  — ^  désignant  l'approximation  demandée  pour  r  , 
on  devra  avoir 

4"'     ^  10*' 
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d'où 

4->.o*(P-/>), 

ou ,  par 

logarithmes , 

=  *+iog(p-/, 

Ainsi ,  n  étant  6 ,  on  a 

Pcrav^S,    /»=3,     P-/»=2v^-3<i,      log4>o,6, 

d'où 

Par  exemple,  pour  ft  =  6 ,  on  prendra  m  =  lo ,  et ,  par 
suite,  dans  Texpression  c„,  on  devra  prendre  onze  radi- 
caux pour  que  le  périmètre  p,„  soit  la  valeur  approchée 

de  TT  à — -• 

lO* 

Mais ,  dans  l'expression 


le  radical  devant  être  multiplié  par  2"*"* .  n  pour  avoir  p,„ , 
et  par  suite  tt  à  moins  de  — j?  ce  radical  doit  être  évalué 

à  moins  d'une  fraction  plus  petite  que  —^^ y  Ainsi , 

pour  n  =  6,  /î  =  6 ,  w  =  10 ,  on  a 

— i— >  — • 

2«.6.  lO»-^  lO'» 

D'autre  part ,  on  sait  qu'en  extrayant  la  racine  de  3  à  — - 


et  la  racine  de  2  H-  y/â ,  à  moins  de  -  •  — ?  on  a  y  2  -+-  v  3 , 
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à  moins  de — -t  et  ainsi  de  suite.  Donc  Texpressiou 


donne  tt  en  prenant  onze  radicaux  et  extrayant  les  racines 
carrées  successives  avec  l'approximation  indiquée  plus 

haut. 

80 
Pour  ft  =  8,ona  m>-^oum=i4j  approximation 

-j^-^ 1  >  — -'  Donc  en  prenant  quinze  radicaux  et  ex- 
trayant les  racines  à  moins  de  — -j  on  aura  tt  k  moins  de 

Dailleurs  on  a  la  formule  remarquable  (*) 


TT  =  2" 


.y2  — V2H-v^ 


Les  quatre  méthodes  dites  des  périmètres,  des  isopéri- 
mètres )  des  surfaces  et  des  surfaces  équivalentes  ne  sont 
que  des  transformations  apparentes  de  la  méthode  précé- 
dente ,  et ,  par  suite ,  on  leur  accorde  peut-être  une  trop 
grande  importance  dans  les  examens. 


FORMULE  BARONÉTRIQIE  SIMPLIFIÉE  D  APRÈS  M.  BABINET; 

Pak  m.  Philippk  KORALEK, 

Professeur. 

Dafis  la  sranrc  du  18  mars  i85o,  M.  Babinet  a  commu- 
niqué h  rinslitut  une  formule  pour  la  détermination  des 
hauteurs  des  montagnes  au  moyen  des  observations  du  ba- 
rrimèlrn,  formule  qu'il  a  employée  il  y  aplusieurs  années. 


';  (.iMifiiii'  «I»'  Vi»M<* 
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et  dont  M.  Liouville  a  donné  connaissance  en  i84o,  dans 
son  cours  au  Collège  de  France. 

La  formule  de  Laplace ,  employée  dans  le  cas  dont  il 
s*agit,  est 

i8393(logH-logA)(.4-2Ï±^). 
Celle  de  M.  Babinet ,  débarrassée  de  logarithmes ,  est 

l6000  (  „  ""  ^  )   (  I  -4-2  ). 

\H-4-^/  \  loooy 

Pour  faire  voir  que  la  seconde  supplée  la  première,  il 
suffit  de  démontrer  l'égalité  suivante  : 

18393  (iQg  H  -  log  A)  =  16000  (1^)- 

Posons 

H-+-A  =  S,     et     H  — A  =  D; 


nous  aurons 


logH  —  log/i  =  log  -  =  log  g— Tg- 

En  divisant  au  numérateur  et  au  dénominateur  par  S , 

on  obtient 

p 

'       S 
On  ccmnaît  d'ailleurs  les  expressions 

Iog(,H-x)  =  K(x-|  +  ^-|  +  ...); 

En  retranchant  la  seconde  de  la  première,  on  a 

*-Hy  +  5" -*-•••)• 
Ami.  àe  Maihémai.,  t.  IX.  (Mai  laSo.)  l3 
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Remplaçant  x  par  -,  on  a 

,      H         „  /D       D»         D»  \ 

En  général,  -  est  plus  petit  que  — \  par  conséquent  (» 

peut  négliger  ^^^  à  plus  forte  raison  ^-^,  etc.,  etc. 
L'expression  peut  donc  être  ramenée  à  la  forme 
,     H         ^D         ^  H— A 

mais 

K  =  0,434^04,     et    aK  =  0,86859. 

On  peut  donc  écrire 

18393  X  log  I  =  18393  X  0,86859 g— ^'; 

or 

18393  Xo,a6859=  15975,97587. 

En  prenant  pour  le  second  membre  de  cette  dernière 
égalité  16000,  Terreur  est  d'environ  24  unités.  Mais  on 

a  négligé  une  quantité  plus  grande  que  ^,  il  faut  donc 

forcer  le  facteur  de  — 7- 

JdL  -H  A 

D^ailleurs  cette  dernière  expression  est,  dans  les  cas  les 

plus  généraux ,  plus  petite  que  — ,  en  sorte  qu^on  peut 

estimer  dans  ce  cas  que  Terreur  est  comprise  entre  i  et 
%  mètres. 

On  sait,  an  reste,  que  dans  les  nivellements  pratiques 
et  directs  on  ne  doit  pas  compter  sur  une  exactitude  plu» 
grande. 


Digitized  by 


Google 


Nous  rappellerons  que  M.  Babinet  engage  à  ne  pas 
prendre  cette  formule  pour  des  hauteurs  excédant 
looo  mètres. 

Dans  le  cas  où  cette  hauteur  est  plus  grande,  on  peut 
prendre  une  station  intermédiaire. 


W  U  HANISRB  M  BIKN  €0N9ITI0NNIA  US  TRUNfiUS  DARg 
188  LBVBRS^  IT  NOTB  HISTOUI^IIB  SUR  RMIR  GOTKS. 


1.  Un  triangle,  généralement  parlant,  est  déterminé 
quand  on  en  comiait  trois  parties,  parmi  lesquelles  doit  se 
trouver  au  moins  un  côté.  Ainsi ,  sur  le  terrain ,  on  mesure 
trois  éléments  du  triangle ,  et  on  déduit  par  le  calcul  les 
trois  autres  parties.  Si  Ton  se  trompe  dans  les  mesures,  il 
y  aura  aussi  des  erreurs  dans  les  parties  calcidées ,  à  moins 
qu'elles  ne  se  compensent  fortuitement.  Il  s'agit  donc  de 
savoir  :  i^  quelle  est  Tiniluence  des  erreurs  commises  dans 
les  parties  mesurées  ]  a^  quelle  forme  il  faut  donner  aux 
triangles  pour  que  cette  influence  soit  la  moindre  possible. 
Le  célèbre  Roger  Cotes ,  dont  nous  parlerons  plus  bas , 
•est  le  premier  qui  ait  soulevé  et  résolu  ce  genre  de  ques- 
tions. Ensuite,  les  principaux  auteurs  qu'on  peut  con- 
aulter  sur  cette  matière  sont  : 

I®,  BouGUER,  la  Figure  de  la  terre,  page  86,  17495 
c'est  celui  qui  a  le  plus  avancé  la  question  et  le  plus  ap- 
proché de  la  vraie  solution. 

a®.  Càgnoli,  Trigonométrie  y  page  198,  deuxième 
édition,  1808;  la  première  est  de  1784  (traduit  de  l'ita- 
lien par  Chompré). 

3^.  DelambrjBv  Traité  d'Astronomie^  tome  lU, 
page  529,  1814. 

i3. 
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4'^  Puissant,  Géodésie,  tome  I ,  page  i58,  troisième 
édition,  ii^i\  la  deuxième  édition   est  de  i8o5. 

2.  On  suppose  toujours  tacitement  qu^on  a  de  bons  in- 
struments et  de  bons  observateurs  \  de  sorte  que  les  erreurs 
impossibles  à  éviter,  et  provenant  soit  du  matériel,  soit 
du  personnel ,  sont  pourtant  renfermées  dans  des  limites 
très-resserrées.  Il  s'ensuit  qu'on  est  suffisamment  autorisé 
à  considérer  les  rapports  entre  ces  errew*s,  comme  des 
rapports  entre  des  quantités  infiniment  petites,  autrement, 
comme  des  rapports  di  Qérentiels  ;  aussi  Roger  Cotes  et 
Kouguer  ont  déterminé  ces  rapports  par  des  considérations 
de  géométrie  ditlérentiellc,  et  les  auteurs  plus  modernes 
par  des  considérations  d'analyse  dillérentielle.  Nous  adop- 
tons cette  dernière  méthode  comme  la  plus  courte.  En 
voici  un  exemple.  Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  on  a 
mesuré  la  base  b  et  les  angles  adjacents  A  et  B;  on  veut 
connaitre  l'influence  des  erreurs  commises  dans  la  mesure 
des  angles  A  et  B  sur  la  grandeur  du  côté  à  calculer  a. 
On  suppose  que  Terreur  sur  la  mesure  de  h  est  nulle.  On 
procède  ainsi  : 

/7  sin  B  =  h  sin  A  ; 

différcnliant ,  on  obtient 

(i)     sinB^/rt +  flrcosBr/B  =  b  cos  A^A  =:/7sinBcotÂi/A. 

C'est  un  fait  d'expérience  que  le  même  observatetH* ,  avec 
le  même  instrument,  se  trompe  toujours  de  la  même 
quantité ,  soit  par  excès  ou  par  défaut,  dans  la  mesure  des  ' 

angles  ^  de  sorte  que  Ton  a 

r/A  —  flB     «u  bien     //A  =  —  riB,  I 

Premier  cas,  dk  =  r/B;  on  tii'e  de  1  équation  (i) 

(ia  :=in  (cot  A  —  cotB)^A; 

ainsi  moins  B  différera  de  A  ,  ou ,  ce  qui  revirot  au  mémo, 
moins   la    base    mesurée    h    diiférera  du    côté    a    qu'il 
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s'agît  d  évaluer,  moins  l'erreur  sur  celle  évaluation  sera 
grande. 

Deuxième  cas,  ^Â  =  —  elB'^  Téquation  (i)  donne 

<ia  =  fl(cotA4-cotB)rfA  = .     , T    j, — 

^  ^  sin  A  sin  B 

—  asin(A-hB)</A 

~"  ^  C09  (  A  —  B  j  --  cos  (  A  -+-  B)  ' 

Les  erreurs  sur  A  et  sur  B  étant  égales  en  sens  inverse, 
l'évaluation  de  Fangle  C  ou  de  2^ — A — B  est  exacte; 
Terreur  rta  diminue  à  mesure  que  cos  (A — B)  augmente: 
ce  qui  ramène  au  même  résultat  que  dans  le  cas  précédent. 
De  là  cette  règle  générale  due  à  Bouguer ,  et  qu'il  exprime 
ainsi  :  Lorsqu'on  est  assujetti  à  donner  une  certaine 
grandeur  à  V angle  compris  entre  deux  côtes  dont  il  s'agit 
de  découvrir  le  rapport,  il  faut  y  le  plus  quon  peut  y 
rendre  le  triangle  isocèle  ou  faire  la  base  quon  doit 
mesurer  de  même  longueur  que  Vautre  ligne.  (Figure 
de  la  terre ,  page  87 .  ) 

Roger  Cotes  était  parvenu  au  même  résultat,  mais 
seulement  pour  le  cas  où  Tangle  compris  est  droit. 

3.  On  a  mesuré  la  base  c  et  le  côté  b  ;  on  demande 
l'angle  qu'il  faut  prendre  pour  B  afin  que  Terreur  sur  C 
devienne  un  minimum.  On  a 


d'où 
et 


iyz=.da(a  —  b  cos  C)  4-  ab  sin  C</C , 

(6cosC  —  a)da 

rfL=: r— ; — • 

ab  sm  C 


Ainsi  dC  sera  un  minimum  en  faisant  i  cosC  =  a;  aloi-s 
B  doit^tre  un  angle  droit  :  telle  est,  à  ce  qui  nous  semble, 
la  solution  peu  claire  donnée  par  Bouguer.  M.  le  général 
Piobert,  examinateur  à  l'École  d'application  de  Metz,  a 
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indiqué,  il  y  a  plusieurs  années,  dans  le  cours  des  examens, 
une  solution  plus  complète  du  problème,  et  que  nous 
rapporterons  comme  il  suit. 

Les  solutions  précédentes  ne  conviennent  que  dans  le 
cas  où  Ton  ne  veut  déterminer  par  le  calcul  qu'un  seul 
côté  du  triangle ,  et  où  deux  angles  seulement  ayant  été 
mesurés ,  ou  suppose  que  les  erreurs  de  ces  angles  sont 
égales.  Ces  solutions  de  cas  hypothétiques  ne  sont  pas 
applicables  dans  les  opérations  géodésiques  d'ime  grande 
exactitude ,  pour  lesquelles  on  mesure  tous  les  angles  et 
on  calcule  tous  les  côtés  des  triangles.  Aussi ,  c'est  à  tort 
que ,  dans  plusieurs  ouvrages  modernes ,  on  a  conclu  de  ces 
solutions  que  le  triangle  équilatéral  était  toujours  le  plus 
convenable  à  employer  en  géodésie ,  comme  étant  celui 
dans  lequel  les  erreurs  d'angles  influaient  le  moins  sur 
la  longueur  des  côtés.  D'ailleurs,  même  dans  les  hypo- 
thèses où  Ton  s*est  placé  pour  le  deuxième  cas  rapporté 
ci-dessus,  la  solution  ne  donne  pas  Terreur  absolue  mini- 
mum ;  en  effet ,  la  valeur  de  cette  erreur  pouvant  se  mettre 

sous  la  forme 

2âsinCr/A 
(la  ^r:  ■  , 

cos  (A  —  B  j  -h  ces  C 

l'on  voit  que  si  elle  diminue  avec  A  —  B,  elle  diminue 
bien  plus  encore  avec  sin  C  ou  quand  C  se  rapproche  de 
o  degré  ou  de  i8o  degrés. 

Si,  maintenant,  on  applique  les  mêmes  solutions  an 
cas  où  l'on  calcule  les  trois  côtés  des  triangles ,  comme  en 
géodésie,  on  voit  que  si  Ton  suppose  les  erreurs  des 
angles  A  et  B  dans  le  même  sens,  Terreur  sur  l'angle  C  sera 
égale  à  leur  somme  ou  double,  et  le  côté  opposé  c  sera  très- 
inexact;  il  sera  donc  important  de  choisir  les  autres  angles 
de  manière  que  le  résulut  soit  le  moins  fautif.  Si  e  est 
Terreur  de  mesure  des  angles ,  on  aura  //c  =  <z  sin  2  e ,  ou 
à  très-peu  près  ,  de  =.  2  a  sin  £,  dans  la  solution  indiquée 
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Â  =  B  ',  tandis  qu'en  général ,  C  étant  mesuré ,  on  a  sensir 

blement 

a  sin  t 
sinB 

erreur  qui  est  plus  petite  que  la  précédente,  tant  que 
B^3o  degrés,  et  dont  le  minimum  est  donné  par 
B  =  9o  degrés. 

Dans  le  cas  où  les  erreurs  sur  Â  et  B  sont  égales  et  de 
signes  contraires,  Tangle  C  est  exact,  ot  Terreur  sur  le 
côté  opposé  serait  sensiblement  nulle,  si  B  approchait  de 

90  degrés^  on  a  aussi 

c  sin  E 
daz=i    ,        , 
smB 

qui  est  également  un  minimum  pour  B  =  90  degrés ,  de 
sorte  que  l'égalité  des  angles  n'est  nullement  la  meilleure 
solution  dans  les  divers  cas,  où  l'on  suppose  que  les 
erreurs  de  mesure  des  angles  sont  égales. 

La  solution  qui  convient  le  mieux  pour  les  calculs  géo- 
désiques  est  celle  qui  donne  le  triangle  le  moins  déformé  -, 
en  supposant  une  base  AC  donnée ,  la  déformation  dépend 
du  déplacement  du  sommet  B  opposé ,  il  faut  donc  que  ce 
déplacement  BB'=:  D  soit  le  plus  petit  possible  ]  or  il  est 
facile  de  voir,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre 
près,  que 

dasinB  =  cûndA    et     ^csinB=r  asinr/C, 
d'où 


D=y/f!^ 


dA  -f-  «'  sin»  rfC  -H  2  ac  ces  B  sin  dA  sin  dC 


sin'B 


et  D  est  un  minimum  pour  sin  B  =  i ,  B  ±=:  90  degrés. 

Toutefois,  le  cas  le  plus  avantageux  est  celui  où  le 
rapport  du  déplacement  à  la  hauteur  du  triangle  est  un 
minimum;  car,  lorsqu'on  lie  deux  points  par  une  chaîne 
de  triangles ,  il  y  a  d'autant  moins  de  chances  d'erreurs 
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que  les  sommets  sont  moins  déplacés  et  qu'il  y  a  moins 
de  triangles  ou  que  les  hauteurs  des  triangles  sont  plus 
grandes.  Or  ce  rapport  est 

D     _     D 
csin  A      asinC 


sinfiy    5in» 


dX       sin'  dC      2  sin  ^A  sin  dd  cos  B 


sin'C  sin  A  sin  G 

Quelles  que  soient  les  erreurs  dA  et  dC ,  la  déformation 
sera  d'autant  plus  petite  que  A  et  C ,  et  surtout  B,  appro* 
cheront  le  plus  de  90  degrés.  Si  dk  et  dQ  ne  diffèrent  pas 
beaucoup,  on  a 


D      sin dksJ^^K  4-  sin' G  -f-  2  sin  A  sin  G  cosB^ 

<7sin  A  sin  A  sin  B  sin  G 

Si,  de  plus,  A  et  C  ne  diffèrent  pas  sensiblement,  il 
vient 

D  siné/A 


a  sin  A       sin  B  sin  A 


V^2±cosB, 


suivant  que  les  erreurs  sont  ou  non  de  même  signe.  Si 
cos  B  était  très-petit  ou  variait  très-peu,  le  minimum  se- 
rait donné  par  sin  B  sin  A  ou  sin  B  sin  C  maximum  \  alors 

cos  B  sin  A//B  +  sin  B  cos  A  «fA  =  o  : 

mais 

aA-f-B=  180% 
d'où 

rfB  =  — arfA    et     tang2A -h  tangB  =  o« 

Substituant  la  valeur  de  ^/B  dans  la  première,  il  vient 

2tangA  —  tangBr=Oy 
d'où 

2  tang  A 

2  tang  A  =  —  tang  2  A  = ,  ^  : 

^  ^  1— tang' A 
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enfin 

tang-  A  =  2 , 
donc 

A  =  C  =  54«44'7",8    et    B  =  7o°3i'44%4. 

Observation,  Dans  un  Mémoire  présenté  récemment  a 
l'Académie  par  M.  Gaucherel  sur  les  meilleures  condi- 
tions à  donner  aux  triangles  géodésiques ,  on  combat  les 
opinions  émises  à  cet  égard  par  M.  Puissant;  nous  ne 
savons  pas  si  M.  Gaucherel  s'est  rencontré  avec  ce  que 
M.  Piobert  a  exposé  il  y  a  plusieurs  années.  [Comptes 
rendus,  aS  février  i85o,  page  200.) 

Roger  Cotes»  C'est  encore  un  génie  dont  la  courte  ap- 
parition émerveilla  les  géomètres  du  xvii®  siècle.  Cotes 
vît  le  jour  à  Burbage,  petite  ville  du  comté  de  Leicester , 
le  10  juillet  1682  9  et  termina  sa  carrière  terrestre  à  l'Uni- 
versité de  Cambridge,  le  5  juin  1716,  âgé  de  34  ans. 
N'étant  encore  que  simple  bachelier,  il  fut  exceptionnel^ 
lement  promu  à  la  chaire  d'astronomie  et  de  philosophie , 
fondée  par  le  révérend  Thomas  Plume.  Les  fonds  ne  suf- 
fisant pas  pour  faire  les  expériences ,  le  célèbre  philologue 
Bentley,  ami  de  Cotes,  y  suppléa  à  ses  dépens  et  par  des 
souscriptions.  Un  autre  de  ses  amis,  le  célèbre  Robert 
Smith,  lui  succéda  dans  cette  chaire,  et  publia  en  un 
volume  în-4®  ses  œuvres,  six  années  après  la  mort  de 
l'auteur,  sous  ce  titre  : 

Harmonia  mensurarum  ^  sive  Analjsis  et  Synthesis 
perrationumetangulorum  mensuras  promotœ  :  accédant 
alla  opuscula  niathematica  per  Rogerum  Cotesium. 
Edidit  et  auxit  RobertuSy  coUegii  S.  Trinitatis  apud 
Cantabrigienses  socius;  astronomiœ  et  experimentalis 
philosophiœ  post  Cotesium  projessor,  Cantabrigia^ 
MDCCXXII,  in.4^ 

Ce  Harmonia  est  le  principal  ouvrage  de  Cotes  \  l'ou- 
vrage est  divisé  en  quatre  parties. 
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Première  partie.  Logomettia.  Traite  des  théories  loga- 
rithmiques et  de  leur  application  à  la  quadrature  de  l'hy- 
perbole, à  la  chute  verticale  des  graves  dans  un  milieu 
résistant,  à  la  densité  des  couches  atmosphériques,  à 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  un  point 
placé  à  Textrémité  de  son  axe;  aux  trajectoires  décrites 
par  un  point  attiré  par  une  force  en  raison  inverse  des 
cubes  des  distances. 

Deuxième  partie.  Theoremata  tum  logometrica  tum 
trigonometijca.  Contient  des  intégrales  ramenées  à  des 
logarithmes  et  à  des  fonctions  circulaires.  Ces  intégrales 
ont  dix-huit  formes  principales. 

Ces  formes  se  ramènent  la  plupart  à 


/• 


dx{a  -H  *j:")/'(a'H-^'x«)^ 


et  il  les  iutègre  on  ne  sait  par  quelle  méthode ,  car  il  ne 
donne  que  les  intégrales  ;  mais  les  logarithmes  sont  indi- 
qués par  une  barre  "verticale:  c'est  du  moins  ce  qu'il 
faut  supposer  pour  se  rendre  compte  de  ces  intégrales. 
La  dix-huitième  et  dernière  forme  est 


«'"—'é/ar 


où  t  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  et  n  un  ex- 
posant quelconque.  * 

Ces  formes  sont  suivies  de  cinq  théorèmes  sur  des  re- 
lations entre  certaines  intégrales.  Voici  le  premier  théo- 
rème; soient 

dY=z  Z        ,      al}  =  z  Z  dx\ 

on  aura 

2^'*Z"=/î[0eX-|-(ô-h/w)Y],     U  =  eXH-yY; 


Digitized  by 


Google 


(2o3) 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  de  X  et  de  Y  en  fonctions  de  Z 
ctdeU. 

Obsef^^ation,  Il  est  presque  inutile  d'avertir  que  Cotes 
fait  usage  du  point  newtonien  pour  désigner  des  difieren- 
tielles. 

Troisième  partie.  Problematum  analysis  et  constructio 
per formas  prœcedentes.  Application  des  intégrales  précé- 
dentes à  la  quadrature  de  plusieurs  courbes*,  la  courbe 
des  tangenles ,  des  sécantes ,  etc.  Application  aux  latitudes 
croissantes  des  marins,  cissoïdes,  spirales,  caténaires, mou* 
vement  d'ascension  verticale  et  de  chute  d'un  grave,  dans 
un  milieu  résistant.  Lorsque  certains  coefficients  devien- 
nent imaginaires,  il  remplace  les  logarithmes  par  des 
lignes  trigonométriques. 

Obsen^ation.  Le  mot  logarithme  est  composé  de  deux 
mots  grecs  a«Vv  ^f^tBfMs ,  mesure  du  rapport. 

En  effet,  soit  le  rapport  i  :  a,  et  supposons  que  l'unité 
croisse  par  quantité  infiniment  petite,  jusqu'à  ce  qu'elle 
devienne  égale  à  a.  Partant  de  la  valeur  i  + 14,  elle  prend  la 

valeur  infiniment  voisine  i  +  "■+•  ^«  5  le  rapport est 

infiniment  petit;  supposons  qu'il  soit  constant.  La  somme 
de  tous  ces  rapports,  depuis  i  jusqu'à  a,  est  une  quantité 
Jinie  qu'on  nonune  mesure  du  rapport,  et  Cotes  se  sert 
presque  toujours ,  non  de  l'expression  dérivée  du  grec , 
mais  de  Fexpression  latine  rationis  mensura.  Au  lieu 
de  supposer  l'accroissement  difiërentiel  égal  à  du^  on 
peut  prendre  Mdu^  M  étant  un  nombre  constant  quel- 
conque. C'est  ce  nombre  qu'on  nomme  module,  et 
qui  caractérise  les  divers  systèmes  de  logarithmes  ]  les  loga- 
rithmes du  même  nombre  croissent  et  décroissent  dans 
le  même  rapport  que  le  module-,  de  même,  les  lignes  tri- 
gonométriques croissent  et  décroissent  avec  le  rayon  ^ 
qui  est  aussi  le  module  trigonométrique.  Comme  on  passe 
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des  logarithmes  aux  lignes  trigonométriques  et  vice 
versa  ^  de  là  le  titre  Hamionia  mensurarum  et  aussi  logo- 
metria. 

Quatrième  partie.  Theoremata  tiim  logometrica  tum 
trigonometrica  datanun  fluxtonum  Jluentes  exhibenlia 
per  methodum  mensurarum  ultenus  extensam. 

La  logométrie  et  les  dix*huit  formes  d'intégrales  avaient 
paru  en  17149  dans  les  Transactions  philosophiques  y  où 
l'auteur  les  a  dédiées  à  Ed.  Halley;  il  continua  d'y  tra- 
vailler, lorsqu^il  fut  attaqué  de  la  fièvre  dont  il  mourut» 
Il  remit  le  manuscrit  non  achevé  de  cette  quatrième 
partie  à  Robert  Smith ,  son  ami  et  son  parent.  Les  feuilles 
ne  consistant  qu'en  notes  tyroniennes^  présentèrent  de 
grandes  difficultés.  Cependant  Cotes,  dans  une  Lettre 
du  3  mai  1716  adressée  au  docteur  Jones,  lui  annonçait 
qu'il  avait  découvert  une  formule  élégante  et  générale 

pour  intégrer 5  e,  y  sont  des  constantes  quel- 
conques^ n  un  exposant  quelconque,  -une  fraction  quel* 

conque  et  6  un  entier  positif  ou  négatif.  Voici  ce  que  dit 
Smith  dans  la  préface  de  cette  quatrième  partie  : 

Prœclari  hujus  im^enfi  indicio  excitatus,  ne  carissimi 
amicifamœ  optùnisque  scientùs  deessem,  contuU  me  con-- 
tinuo  ad  ejus  aduersaria,  quœ,  quanquam  primo  intuitu 
sibyîlas  foliis  ohscuriora  vidchantur,  quod  nullo  ordinc 
nec  verbo  erant  explicata ,  multipliées  tamen  conjeo- 
tandi  occasiones  prœhendo ,  spem  fortiter  conceptam 
nonfefellerunt, 

La  science  et  Cotes  doivent  beaucoup  à  Smith  {*)\  car 
c'est  cette  quatrième  partie  qui  renferme  la  plus  brillante 

(  *)  Smith,  né  en  1689,  est  mort  en  1768. 
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découverte  de  Cotes.  Les  intégrations  par  décomposition 
en  fractions  rationnelles  avaient  déjà  été  données  par 
Leîbnitz  depuis  1702.  Mais  l'illustre  Allemand  n'a  pu 

/dx 
_^  3  ;  tandis  que  Cotes  donne  Tinté- 

/dx 
^  ^  pour  n  entier,  et  en  montre  l'ad- 
mirable relation ,  avec  une  propriété  de  la  circonférence 
devenue  célèbre  sous  le  nom  de  théorème  de  Cotes ,  et  gé- 
néralisé depuis  par  Moivre.  La  quatrième  partie  contient 
quatre-vingt-quatorzeformes générales  d'intégrales, parmi 
lesquelles  il  y  en  a  d*assez  compliquées^  par  exemple,  la 
quatre-vingt-cinquième  est 

2 


'\7- 


/«• 


en  rattachant  toujours  les  intégrales  à  des  constructions 
géométriques.  Il  était  peut-être  sur  la  voie  des  transcen- 
dantes elliptiques,  et  cela  nous  explique  en  quelque  sorte 
ces  paroles  de  Newton  :  Si  Cotes  aidait  vécu,  nous  aurions 
su  quelque  chose.  Car  Newton  est  aussi  sublime  dans  ses 
divinations  que  dans  ses  découvertes.  Il  est  à  remarquer 
que  les  variations  dans  les  éléments  du  triangle  sphérique 
conduisent  aux  équations  fondamentales  des  transcen- 
dantes elliptiques. 

Smith  parvint  à  déchiffrer  dans  ces  mêmes  papiers  un 
théorème  sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  qu'il  a  com- 
muniqué à  Maclaurîn  ;  celui-ci  en  a  fait  la  base  de  son 
traité  des  propriétés  des  courbes  géométriques  :  De  linea" 
mm  geometricarumpropriefatihusgeneralibus  Tractatus . 
C'est  le  théorème  de  collinéation  des  centres  des  moyennes 
harmoniques^  devenu  un  cas  tout  à  fait  particulier  d'une 
théorie  infiniment  générale,  embrassant  les  surfaces,  et 
que  nous  donnerons  incessamment  d'après  M.  Grasmann. 

Professeur  de  Philosophie  expérimentale.  Cotes  dirigea 
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ses  recherches  vers  Toptique ,  rastronomie  et  la  géométrie 
pratique.  yEstimatio  errorumin  mîxta  mathesiper'varia' 
tiones  partium  trianguU  plani  et  sphœricL 

Tel  est  le  titre  d'un  opuscule  de  vingt-deux  pages ,  qui 
suit  le  Harmonia  mensuranan.  Cet  opuscule  n*a  plus 
qu'un  intérêt  historique ,  étant  le  point  de  départ  des 
travaux  de  ce  genre.  Il  en  est  de  même  des  autres  opus- 
cules qui  terminent  Tédition  de  Smith  ;  ils  ont  pour  objet  : 

1^.  Faire  passer  une  courbe  parabolique  par  un  nombre 
donné  de  points  ; 

a^.  De  la  construction  des  Tables  parles  différences;  ce 
qu'il  appelle  la  Canonotecknie. 

Saunderson  a  démontré  les  formes  de  Cotes  dans  son 
ouvrage  The  method  of  fluxions  applied  ta  M.  Cotes 
formes,  et  Walmsley,  bénédictin  anglais,  a  traduit  en 
français  le  Harmonia  mensurarum  sous  le  titre  Analyse 
des  mesures,  des  rapports  et  des  angles ,- 17485  în-4*'. 


QUESTIONS  219  ET  220 

(voir  t.  IX,  p.  11). 

Par  m.  a.  H.,  abonné. 


Deux  angles  trièdres  tri  rectangles  ayant  même  sommet  : 

i".  Les  intersections  de  leurs  six  arêtes  par  un  même 
plan  sont  sur  une  conique  [Question  !219). 

a^.  Leurs  faces  sont  tangentes  à  une  même  surface 
conique  du  second  degré  [Question^^Hi).    (Steinbu.) 

Question  219.  Il  suffit  de  démontrer  que  les  six  arêtes 
sont  sur  une  même  surface  conique  du  second  degré. 

Soient  pris  pour  axes  coordonnés  les  arêtes  d'un  des 
angles  trièdres.  Soient,  de  plus,  («0  5  60 ,  yo) ,  («i ,  6^ ,  y,  ) , 
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(«f  5  Êiî  yt)  les  cosinus  des  angles  (Xoj  fJtoî  Vo). . . ,  que 
font  avec  ces  axes  les  arêtes  de  l'autre  angle  trièdre,  de 
sorte  que 

^  I  =€.7»-+-e,7,-fe,7,  =  o. 

Une  droite  passant  par  Forigine  est  représentée  par 
les  équations 

(E)  -=i  =  '- 

a       6        7 

Pour  qu^on  puisse  la  considérer  comme  une  quelconque 
des  génératrices  d'un  cône  du  second  ordre ,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

(P)  Aa*-HB6»4-C7*-4-D67  4-Ea7H-Fa6=o. 

Pour  des  valeurs  réelles  de  A ,  B ,  C , . . . ,  cette  équa- 
tion (P)  peut  être  vérifiée  quand  la  droite  (E)  se  confond 
successivement  avec  nos  six  arêtes.  Pour  les  axes  des  X, 
Y,  Z ,  on  a 

a  =  i,     e  =  7  =  o,-..  ; 

la  considération  du  premier  angle  trièdre  réduit  donc 
réquation  (P)  à  celle-ci  : 

(P')  D67-f-Ea7-hFa6  =  o. 

Il  faut,  a  cause  du  second  angle  trièdre,  qu'on  ait 

D6,7«-hEa,7«-|-Fao6«=o, 
D6,7,-f-Ea,7,-f-Fa,6,  =  o, 
D€a7tH-Ea,7,-f-Fa,ea  =  o. 

Or  ces  trois  équations,  ajoutées  membre  à  membre ^ 
donnent  o  =  o  à  cause  de  Téquation  (Q)  ;  elles  se  réduisent 
donc  à  deux ,  et  déterminent  les  rapports  entre  les  coef-' 
ficients  D,  E,  F.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Question  230.  Soient  pris  pour  plans  coordonnés  la 
face  de  l'un  des  angles  trièdres. 
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Soient,  déplus,  («05  60,  7o)?(«i>  S,,  71),  («t,  ©,,7,) 
les  cosinus  des  angles  que  font  avec  ces  plans  les  faciès  du 
second  angle  trièdre ,  ou,  ce  que  revient  au  même ,  les 
cosinus  des  angles  que  font,  avec  les  axes,  les  perpa^diaiH 
laires  à  ces  faces ,  de  sorte  que 

ao6# -f- «161 -h  «36,=:  «aY^-l- a,7, -H  «,7, 


I  =6d7o  +  6i7i+6j7,=  o. 

Un  plan  passant  par  Torigine  est  représenté  par 

(E)  a4:-|-€^  +  7«=o. 

Pour  qu'on  puisse  considérer  le  plan  conune  tangent  à 
un  cène  du  second  ordre,  on  reconnaît  facilement,  d'a- 
près un  théorème  démontré  par  MM.  Briot  et  Bouquet, 
pages  218  et  219  de  leur  Géométrie  afiafytique,  <]u'il 
faut  et  il  suiBt  que 

(P)  Aa»-f-B6»-hC7'-+-D67-hEa7-4-Fa6=o; 

pour  que  le  plan  (E)  se  confonde  avec  les  plans  cooi^ 
donnés  successivement ,  il  faut  que 

A=:B  =  C  =  o, 

ce  qui  donne ,  au  lieu  de  (P) , 

(F)  D67-hEa74-Fa6  =  o. 

La  démonstration  se  continue  comme  on  vient  de  le  Toir. 
Remarque.  Le  théorème  22U  se  déduit  immédiatement, 
au  moyen  du  principe  de  dualité^  du  théorème  219.  U 
suffit  de  considérer  les  cônes  supplémentaires  dont 
M.  Chasles  a  fait  un  si  remarquable  usage  dans  ses  Mé- 
moires sur  les  cènes  du  second  degré  et  les  coniques  sphé- 
riques^  mais  ce&Mémoires  [Académie  de  Bruxelles,  i83o, 
i83i)  étant  très-rares ,  j'ai  voulu  démontrer  directement 
les  deux  théorèmes. 
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SOLirnON  DE  U  «IlESTION  260 

(TOlr  t.  VIII,  p.  U); 

Par  m.  EuGiwE  JUBÉ, 
Profeneur  au  lycée  de  Saint-Omer. 


Si  un  point  P  se  meut  dans  un  plan  de  manière  que 
la  somme  des  carrés  des  Ungentes  PAj ,  PAi ,  . . . ,  me- 
nées de  ce  point  à  une  courbe  algébrique  de  degré  n , 
située  dans  ce  plan,  soit  constante,  la  normale  en  P,  au 
Heu  géométrique  de  P,  passe  par  le  centre  de  moyenne 
distance  des  centres  de  courbure  delà  courbe,  corres- 
pondants aux  points  de  contact  Âi ,  At ,  .  •  •  • 

Démonstration.  Soity  =f{^)  Téqualion  de  la  courbe 
donnée,  a  et  6  étant  les  coordonnées  de  P,  x'  et  j'  celles 
d'un  point  de  contact  Ai ,  ces  quantités  sont  liées  par  la 
relation  6— /=/'(^0  («  — ^')'?  et  il  y  a  une  relation 
semblable  pour  chacun  des  autres  points  de  contact.  En  con- 
sidérant a:'  et  r'  comme  coordonnées  courantes  dans  celte 
équation ,  la  courbe  qu  elle  représente  coupe  la  première 
courbe  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  le 
point  P,  de  sorte  que  l'équation 

(A)  6-/(x')=/'(ar')(«-^') 

estMe;degré  n(n—i)^  première  polaire  du  point  P. 
Nommons  x',  a:'^  a:*',.^  les  racines 'de  cette  équation, 

et  r'    y^'   r**,  . .  . ,  les  ordonnées  correspondantes  à  ces 

abscisses  5  puisque  la'somme  des  carrés  des  tangentes  est 

constante,  on  doit  avoir 

(^'_«)a-+.(/-[6)'4.(:r''-a)'-f.(y'-6)'....=KS 
Ânn,  de  Mathcmat.,  l.  IX.  (Juin  i85o.)  '4 
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ou  bien 

i/i  («  —  I  )  («' -f- 6')  —  a  «  y  a/— 2  6  y(*') 

On  peut  former  J*',  ^f{x'),  ^x'*',  ^f(x')\  au 

moyen  des  coefficients  de  Féquation  (A)  ]  Féquation  (B) . 
qui  ne  contiendra  plus  alors  que  oc  et  S  ^  appartiendra  au 
lieu  du  point  P. 

La  normale  en  P  à  ce  lieu  a  pour  çquation 

D^ailleurs,  en  nommant  |',  y?',  ^^'^,  yj '',...,  les  coordon* 
nées  des  centres  de  courbure  aux  points  Ai,  At,.-., 
on  a 

et  si  X  et  Y  sont  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  ces  centres  de  courbure, 

«(»-i)x=ç'+r+...,  .«(«-i)Y=i,'+,-,..  , 

ce  qui  donne 

Remplaçant  dans  l'expression  de  la  normale  4  et  >]  par  X 
et  Y ,  j'obtiens 


'"''  ■2^^.-2^'"";t<''"'''^'-c-).^-^ 
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expression  identiquement  nulle,  car  en  y  ajoutant  membre 
à  membre  la  dififérentielle  de  Téquatiou  (B)  qui  est 

-d^^(a/)  +  ^s/da/-^'^r{x^)r{x^)d:c, 
on  obtient 

2J7^t'+/'(*')'][(*'-«)/'V)rf*'-»-'^6-/'(*')rfa]j. 

qui  est  identiquement  nul,  puisque  la  dififérentielle  de 
Féquation  (Â)  donne 

{x'^a)/''(x')dx'-hd^^/'{a/)doL=:o.  ^ 

La  normale  en  P  passe  donc  par  le  centre  de  gravité  des 
centres  de  courbure  correspondants  aux  points  de  contact. 
Remarque.  M.  Lemonnier,  professeur  au  lycée  de 
INantes,  nous  a  adressé  une  autre  solution  analytique, 
comprise  dans  la  solution  géométrique  qui  suit. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIOUE  DE  LA  OUESTION  PRÉCÉDENTE. 


1.  Lemme.  Étant  donné  un  nombre  quelconque  de 
cercles  dans  un  même  plan ,  le  lieu  géométrique  du  point 
dont  la  somme  des  carrés  des  tangentes  à  ces  cercles, 
issues  de  ce  point,  est  constante,  est  le  même  que  le  lieu 
du  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  centres 
de  ces  cercles  est  constante^  donc  ce  lieu  est  une  circon- 
férence ayant  pour  centre  le  point  de  moyenne  distance 
des  centres  des  cercles. 

2.  D'un  point  P,  concevons  qu'on  ait  mené  les  n[n  —  i) 
tangentes  à  une  ligne  de  degré  n ,  et  qu'on  ait  décrit  les 

14. 
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n  (n  —  I  )  cercles  de  courbure  aux  points  de  contact.  Par 
hypothèse,  la  somme  des  carres  des  tangentes  aux  cercles 
est  constante;  donc,  d'après  le  lemme,  le  point  P  est 
sur  tine  circonférence  C,  ayant  pour  centre  le  point 
de  moyenne  distance  des  centres  de  courbure.  Mais 
chaque  cercle  de  courbure  a  deux  tangentes  inGniment 
voisines,  en  commun  avec  la  courbe  donnée;  donc  le 
cercle  C  touche  le  lieu  du  point  P  en  P.   C.  Q.  F.  D. 

Note,  Lorsque  la  quantité  constante  est  infinie,  le 
lieu  du  point  P  est  une  circonférence  située  à  Finfinï ,  et 
qui  a  pour  centre  le  point  de  moyenne  distance  des  centres 
de  courbure  -,  donc  ce  point  est  fixe.  C'est  le  théorème 
de  M.  Duhamel  {voir  tome  IV,  page  180).  En  suivant 
une  marche  inverse  à  celle  qui  est  indiquée  à  l'endroit 
cité,  on  revient  au  théorème  de  M.  Chasles  sur  les  tan- 
gentes parallèles. 


SOLUTIONS  GÉOMÉTRIOUES  DES  QUESÏIONS  219,  220 

(Tolr  t.  lX,p.  M6}. 


\,  Lemme.  Toute  hyperbole  équilatère  circonscrite  à 
un  triangle  passe  par  le  point  d'intersection  des  trois 
hauteurs  du  triangle. 

2.  Lemme,  La  directrice  de  toute  parabole  inscrite  A 
un  triangle  passe  par  le  point  d'intersection  des  tmis 
hauteurs  du  triangle.  Les  deux  tangentes  à  la  parabole 
passant  par  ce  point ,  forment  donc  un  angle  droit. 

3.  Leiwiie,  Un  plan  tangent  à  une  sphère  est  ren- 
contré par  un  système  de  diamètres  conjugués  en  trois 
points,  sommets  d'un  triangle;  le  point  de  contact  est  le 
point  d'intersection  des  trois  hauteurs  du  triangle. 
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4.  Théorème.  Dans  une  sphère  y  les  six  diamètres  de 
deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  sont  les  arêtes 
d'un  cône  du  second  degré. 

Démonstration.  Soient  O  le  centre  de  la  sphère;  OA, 
OB,  OC  trois  demi-diamètres  conjugués,  etOa,  Oi,Oc 
trois  autres  demi-diamètres  conjugués.  Par  le  point  Â,  me- 
nons un  plan  tangent;  il  est  parallèle  au  plan  COB.  Dési- 
gnons par  a'^  b\  c'  les  points  où  ce  plan  est  rencontré  par 
les  trois  diamètres  du  second  système.  A  est  le  pointd'inter- 
section  des  trois  hauteurs  du  triangle  a^V c'  [Lemme  3). 
Une  hyperbole  équilatère  quelconque,  circonscrite  au 
triangle  a^  2»' c',  passe  par  le  point  A  (Lemme  1):  elle 
sera  complètement  déterminée  si  nous  prenons  OB ,  OC 
pour  directions  des  asymptotes  ;  donc  le  cône  qui  a  son 
sommet  en  C  et  pour  hase  F  hyperbole  passe  par  les  six 
arêtes Ofl',  Ob',  Oc',  OA,  OB,  OC.      C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  1 .  Un  plan  quelconque  coupe  ces  six  arêtes 
en  six  points  sur  une  conique. 

Corollaire  2.  Les  six  arêtes  de  deux  angles  solides 
trirectangles  ayant  même  sommet,  sont  coupées  par  un 
plan  en  six  points  qui  sont  sur  une  conique;  car  les  six 
arêtes  peuvent  être  considérées  comme  formant  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  dans  une  sphère.  C'est 
la  question  2i9. 

5.  Théorème.  Dans  une  sphère,  les  six  plans  diamé- 
traux de  deux  systèmes  de  plans  diamétraux  conjugués 
sont  tangents  à  un  mène  cône  du  second  degré. 

Démonstration,  Mêmes  données  que  dans  le  théorème 
précédent.  Toute  parabole  inscrite  au  triangle  a'  h'c'  a 
une  directrice  qui  passe  par  le  point  A  (Lemme  2}  ;  elle 
sera  complètement  déterminée  si  nous  prenons  OB  et  OC 
pour  directions  des  tangentes  qui  passent  par  A.  Soient 
a ,  ;3 ,  7,  J ,  e  les  cinq  points  de  contact.  Le  cône  O  a^yâe 
touche  évidemment  les  cinq  faces  Oa'  i',  Oa'c\  Oi'c', 
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AOB ,  AOC  ;  maïs  le  plan  BOC  étant  parallèle  au  plan  de 
la  parabole  ajSycïe,  touche  le  cône;  donc,  etc.  C'est  la 
question  220. 

6.  Lemme,  x^,  y^,  z^,  x,,  j,,  ^i; . . .;  ar„, /„,  z^ 
étant  les  coordonnées  den  points,  si  Ton  remplace  par* 
tout  x^  j^z  par  ax^  by^  cz^  en  conservant  les  indices  et 
prenant  de  nouveaux  axes  à  volonté,  on  obtient  n  nou* 
veaux  points  correspondants. 

i**.  Si  /7  des  points  du  premier  système  sont  sur  une 
surface  de  degré  q ,  les  points  correspondants  sont  sur  une 
surface  du  même  degré. 

7? .  Le  point  de  moyenne  distance  des  points  du  premier 
système  a  pour  correspondant  le  point  de  moyenne  dis- 
tance du  second  système. 

3^.  Des  droites  parallèles  ou  des  plans  parallèles  dans 
le  premier  système,  ont  pour  correspondants  des  droites 
parallèles  et  des  plans  parallèles  dans  le  second  système. 

7.  Théorème.  Dans  un  ellipsoïde^  les  six  diamètres 
de  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  sont  les  arêtes 
d'un  cône  du  second  degré,  et  les  six  plans  diamétraux 
sont  tangents  à  un  cône  du  second  degré. 

Démonstration.  Soit 

l'équation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  des  diamètres  con- 

1  .  bcx    acY 

jugués:  remplaçons  x^y^z  respectivement  par —  ?  — > 

ahz 

—  ;  nous  aurons 

r 

Prenant  ces  nouveaux  axes  rectangulaires ,  la  surface  coi^ 
respondante  à  rellipsoïde  est  une  sphère  :  d'après  le 
lemme  précédent,  les  diamètres  conjugués  dans  l'ellip* 
soïde  ont  pour  correspondants  des  diamètres  conjugués 
dans  la  sphère;  donc,  etc. 
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Observation,  Ce  dernier  théorème  est  de  M.  Chasles, 
qui  Ta  démontré  en  i838  (voir  le  Journal  de  M.  Liou- 
ville ,  tome  UI ,  page  398  ) . 

Comme  on  voit,  c'est  une  transformation homologique 
du  théorème  de  M.  Steiner  sur  la  sphère,  énoncé 
sans  démonstration ,  en  i832^  dans  son  ouvrage  sur  la 
dépendance  des  figures,  page  3i3.  Il  ajoute  même  que 
cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus 
général. 


SOLUTION  DE  U  OIIESTION  217 

(foirt.  IX,  p.  10); 

Pau  mm.  A.  ESTIENNE  et  PLOIX  (E.  ) , 
Élèves  du  lycée  de  Versailles. 


Soient  a'j*4-ô'j:^'=«*i' l'équation  d'une  ellipse, 
les  axes  étant  rectangulaires  ^  soient  x'^  y'  les  coordonnées 
du  point  M  pris  sur  la  jconiqae*  Dans  le  triangle  rec- 
tangle MCK,  j'ai 

CCS  CMK' 
dans  le  triangle  rectangle  MIK ,  j'ai 

CCS  CMK  ^ 
donc 

MI 


MC: 


cos'  CMK 
Or 

b 


MI  =  —  sla'  —  c^x^ 
a 

tang  CMK  =  -7  ; 
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d'où  Ton  conclut 


ou  bien 


donc 


cos»CMK  = 


fl«  —  cV»' 


qui  est  Texpression  connue  du  rayon  de  courbure  au 
point  M.  Pour  l'hyperbole  et  la  parabole,  le  calcul  se 
ferait  de  la  même  manière. 


THEOREME  SUR  LE  CERCLE  INSCRIT  ET  LE  CERCLE 
CIRCONSCRIT  AD  TRUNGLE: 

PàR  M.  NÉOROUZIAN, 

Elève  du  lyeée  Lonia-le-Grand  (classe  de  M.  De8alve)|  institation 
Sainte-Barbe . 


Théorème.  Si  Von  mène  un  diamètre  commun  MN  aux 
circonférences  inscrite  et  circonscrite  au  triangle  ABC, 
le  rayon  de  la  circonférence  inscrite  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  segments  MP  et  NQ,  compris  entre  les 
deux  circonférences. 

Démonstration.  Soient  R  et  r  les  rayons  des  circonfé- 
rences circonscrite  et  inscrite,  et  d  la  distance  des  centres* 
Ona 

MP  =  R  — r  — rf,      NQ  =  R  — r  +  rfj 
d'où 

MPXNQ  =  (R  — r)'— rf». 
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Or,  d'après  un  théorème  connu  {voyez  tome  I,  pageSS), 

rf'  =  R(R— ar); 
donc 

MPXNQ  =  (R  — r)'— R(R— 2r)  =  r». 

C.  Q.  F.  D. 


NOTE  SUR  LA  PARABOLE  RAPPORTÉE  A  DEUX  TANGENTES; 


Par     m.     JACQUINOT, 

Élève  (institution  Mayer). 


1 .  Soit  une  parabole  rapportée  à  deux  de  ses  tangentes 
prises  pour  axes.  On  a  l'équation 

Aj-'-hBarj-hCx'-t-D^-f-Ex-f-FrrrO, 

et  les  trois  équations  de  condition 

b>=4ac,   d'=4af,    e»=4cf. 

On  peut  toujours  supposer  A  >  o ,  et  alors  on  a  néces- 
sairement C  >►  o  et  F  >  o  ;  les  signes  de  B ,  D,  E  sont  in- 
déterminés. 

Le  coefficient  différentiel  est 

dy  ^       2Ca7-hBy-f-E 
fùc  """•""  aA/-hBx  4-  d' 

Éliminons  B,  D,  E  de  Téquation  donnée  et  de  Téquation 
différentielle,  nous  aurons 

(a)  Ar»±2V^*r-l-Cx*±2V^j±2^x-HF  =  o, 
^^  _      /C(xv^±rv/Â±v/F) 
dx  y  A    a7^c=tJv/A±v'F 

11  faut  distinguer  deux  cas. 
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i^.  BDE>>o;  alors  le  facteur  linéaire  est  le  même 
dans  les  deux  tenues  de  la  fraction ,  et  l'on  trouve 

dx        Va 

En  effet,  dans  ce  cas,  Véquation  (2)  est  un  carré  parfait, 
et  la  parabole  se  réduit  à  une  droite.  Exemple  :  B,  D,  E 
positifs^  l'équation  (2)  devient 

(rv^-+-*V'C+v'F)'=o. 

2?,  DDE <^ 05  la  parabole  est  une  courbe,  les  deux 

facteurs  linéaires  ne  sont  plus  identicpies^  et  -~  n'a  plus 

une  valeur  constante. 
2.  autrement.  On  a 

AE'-+-CD»=:8ACF,     BDE  =  ±8ACF; 
donc 

L  =  AE»—  BDE  -h  CD»  =  8  ACF  =p  8  ACF. 

Pour  BDE  positif,  L  devient  nulle ,  et  la  parabole  se 
réduit  à  une  droite  double^  pour  BDE  négatif,  L  est 
égale  à  16  ACF,  et  la  parabole  reste  courbe. 


STATUE  DE  POISSON;  SOUSCRIPTION. 


Poisson ,  élève  de  l'École  Polytechnique ,  professeur  à 
cette  École,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  mar- 
chant sur  les  traces  deLaplace,  maniant  avec  un  égal  succès 
la  haute  analyse  et  la  haute  physique ,  a  conquis  une  répu- 
tation européenne.  Né  dans  une  condition  extrêmement 
humble  et  parvenu  à  une  position  sociale  élevée ,  il  n'a 
jamais  déserté  la  science.   A  elle  appartiennent  tous  ses 
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travaux,  son  dernier  jour,  sa  dernière  pensée.  Nouvel 
exemple  que,  dans  notre  société  telle. qu'elle  est,  le 
génie  et  un  travail  persévérant  procurent  des  avantages 
que  la  médiocrité,  c*esl  là  son  désespoir,  voudrait  obtenir 
tout  de  suite ,  sans  génie  et  sans  travail  ]  chose  impossible 
dans  une  société  régulière  quelconque* 

Si  nous  essayions  de  faire  l'éloge  d'un  tel  homme ,  nous 
manquerions  de  modestie^  en  ne  le  faisant  pas  faire,  l'A- 
cadémie manque  à  son  devoir.  Pithiviers,  ville  natale 
de  Poisson ,'  s'honore  en  élevant ,  par  souscription,  une 
statue  au  grand  mathématicien.  On  publiera  la  liste  des 
souscripteurs;  publication  instructive  qui  pourra  donner 
matière  à  réflexion. 

On  souscrit  chez  les  notaires  de  l'endroit ,  et  chez  M.  de 
Fienne,  maire  et  promoteur  éclairé  de  cette  belle  action. 

On  souscrit  aussi  à  Paris,  chez  M.  Lejeune,  notaire, 
rue  Lepelletier,  n°  27. 


SUR  LES  SERIES  QUI  EXPRIMENT  IINE  RACINE  RÉELLE  D'UNE 
ÉQUATION  ALGÉRRIQUE  (*)', 

Par  m.  E.  BRASSINE, 

Professeur  à  l'École  d'artillerie  de  Toulouse . 


Représentons  par  y(x)  =  o,  une  équation  algébrique 
de  la  forme 

ar"  -h  «a?"*"'  -f-  bx"^^  -h  • . .  +/?^  +  ?  =  o  > 

supposons  qu'on  ait  trouvé ,  en  série  convergente ,  le  dé- 
veloppement d'une  racine  réelle  de  cette  équation,  et  que 


{*)  Voir  Lacroix,  Calcul  dij[férentiel,  tome  I^*",  page  385,  et  M.  Moigno , ' 
Calcul  différentiel,  tome  P'*,  page  163;  iS/fo. 
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cette  série  sanniile  par  lliypothèse  ^  =  o ,  je  dis  cp^dle 
ne  pourra  représenter  qae  la  plus  petite,  numérique- 
ment ,  des  racines  de  la  proposée. 

1^.  Si  Inéquation  est  da  second  degré  et  de  la  forme 

x»-i-/>x  4-7  =  0, 

il  est  clair  que  la  série  couYei^ente ,  qui  exprimerait  la 
racine  qui  s  annule  en  même  temps  que  ^,  ne  pourrait 
représenter,  abstraction  faite  du  signe,  que  la  plus  petite 
racine ,  comme  le  prouve  évidemment  l'expression 


'=-?±Vr-- 


2".  Si  Téquation  algébrique  est  du  degré  m ,  et  si  ses 
racines  réelles ,  classées  par  ordre  de  grandeur,  sont  a , 
,3,  y,. . .,  ^,  p,  de  telle  sorte  que  a  soit  la  plus  petite, 
on  pourra  former  avec  ces  racines  les  facteurs  du  second 
degré  [x—a]  (x— /3),  {x  —  a)  [x—y] ,...,  (x— a)  [x—p). 
La  racine  réelle  exprimée  en  série,  appartiendra  néces- 
sairement à  un  des  facteurs  du  second  degré  ^  par  exemple 
au  facteur  [x  —  a)  [x  —  y)  que  nous  représenterons  par 
.r'  -h  fcr  -H  A'.  Cela  admis ,  le  premier  membre  de  Té- 
quation  y  (x)  =  o,  se  mettra  sous  la  forme 

x'-h/.r-hX-')(x-p)(x-J)X...X(j:-p).(x-a')(x-p')..., 

x\  Çj'^ étant  des  racines  imaginaires.  Or  la   racine 

développée  en  série  et  qui  appartient  au  facteur 
x^  -hkx  -\-  k\  devient  nidle  pour  Thypothèse  A'  =  o, 
puisque  k'  =  0  entraine  nécessairement  ^  =  o  (^  est  le 
produit  A'  X  (3  X  cî  X  . .  .  X  a'  X  i^'. . .).  Donc  la  série 
qui  développe  la  racine  réelle  de  l'équation  ^(x)  =  0, 
qui  devient  nulle  pour  la  supposition  ^  =  o,  donne,  si 
elle  est  convergente,  la  valeur  approchée  de  la  plus 
pplilc  racine  de  celte  équation. 
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3**.  Si  dans  la  proposée,  les  facteurs  (x — a) ,  (x — j3  ) ,  etc. , 
sont  multiples,  les  raisonnements  précédents  elcistent 
encore-,  car  a  désignant  la  plus  petite  racine,. on  pourrait 
toujours  supposer  que  la  série  développe  une  racine  de 
Tëquation  du  second  degré  (x —  a)  (x  —  y)  =  o.  Dans  ce 
cas,  la  proposée  se  mettrait  sous  la  forme 

(x'-^^J:4-^')(J?  — a)»-'(x  — P)"'...  =0.  • 
L'hypothèse  k'  =  0  rendant  y  =  o,  la  racine  développée 
serait  égale  à  a. 

4°.  Appliquons  ces  considérations  préliminaires  à  la 
série  que  Lagrange  a  donnée  dans  son  grand  ouvrage  de 
la  Résolution  des  équations  numériques  (Note  XI).  Si 
Ton  considère  Téquation 
(i)  tt  — ar4-/(x)  =  o, 

u  étant  un  par^^mètre  quelconque ,  la  série  de  Lagrange 
est  (*) 
F(x)  =  F  W  +  F'(ii)  X/(«)  4-  |[F'  {a)  X  /(")']' 

les  accents  indiquent,  suivant  la  notation  de  Fillustre 
géomètre,  des  dérivées  successives  des  fonctions  qu'ils 
affectent.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  voudrait  déve- 
lopper une  racine  x  de  l'équation  (1),  la  série  devien- 
drait , 

(2)     x  =  u  -h/ (a)  +  \  [/(i*)'ù'  +  ô t-^^"^']"  "^  •  •  •  * 

mais  — x-\-f{x):=o  pouvant  représenter  une  équa- 
tion quelconque,  le  développement  précédent  dans  lequel 
on  ferait  m  =  o ,  après  avoir  effectué  les  opérations  indi- 
quées ,  exprimerait  une  de  ses  racines ,  s'il  était  conver- 
gent. D'après  la  notation  ci-dessus  , 
—  X  -h/(.r)  =  X»  -t-  iix"-'-h  bx'^^  +  ...  -h  (/?  —  i)  ^  4-  7» 

(•)  Mémoire»  de  Berlin,  1770. 
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posons 

d'où 

<p(tt)  =  a"-»-^-ûa»-»-^  .  .  .  -I-/I. 

On  trouve 

,  -        m  (m '— t)     _  .    .    ,  ., 
/(a)'"  =  y"-h/ii^"-'tt«ï>(a)H ^ i  ^  "-»  a»  ç  {«)'-+-  ... 

H- ^a"^' y  («)*-•  -f-tt"y(«)"; 

on  substituera ,  en  faisant  successivement  m=i,  2,3,.... 
ce  développement  dans  la  sërie  (2).  De  cette  substitation, 
il  résulte  que,  si  l'on  fait  11  =  o ,  après  les  opérations  in- 
diquées ,  tous  les  termes  de  la  série  contiendront  q,  puis- 
que /(u)""  étant  dérivé  m — i  fois,  le  dernier  terme 
«"•^(i/)",  seul  indépendant  de  y,  sera  nul  par  l'hypo- 
thèse u=  o.  La  valeur  de  x,  exprimée  par  la  série  en 
termes  réels,  étant  annulée  lorsque  ^  =  o,  il  résulte  des 
principes  exposés ,  que  cette  série  donne  la  valeur  appro- 
chée de  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

x"  +  <ix*~'  -+-  ...  -!-(/?  —  i)  a:  -h  ^  =  o. 

Remarquons  aussi  que  si  la  série  est  convei^ente,  elle 
exprime  nécessairement  une  racine  réelle  de  la  proposée* 
dans  le  cas  de  la  convergence ,  la  proposée  doit  donc  avoir 
au  moins  une  racine  réelle.  Si  la  série  est  divergente, 
elle  correspond  à  une  racine  imaginaire,  bien  que  tous 
ses  termes  soient  réels.  On  a  un  exemple  très-simple  de 
cela ,  dans  le  développement  par  le  binôme  d'une  racine 
imaginaire  de  Téquation  du  second  degré 

x»-f-/?x4-y  =  0; 

en  effet ,  on  peut  donner  aux  racines  la  forme 
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en  faisant 


et  supposant. 


(  ^.^S  ) 


A  =  i^, 
p' 


à>i. 


Le  développement  (i  —  hy  conduit  à  une  suite  diver- 
gente, en  quantités  réelles. 

5^.  Si  Ton  considère  l'équation 

(3)  «-x-h/(x)=o, 

et  que  dans  la  série  (a)  on  ne  fasse  pas  m  =  o,  on  pour- 
rait demander  quelle  serait  la  racine  développée.  Posons 
x=u-\-  jr-^  l'équation  précédente  deviendra 

(4)  x=/{u'hrh 

Au  lieu  de  celle-là ,  considérons 

e  étant  un  paramètre  arbitraire  ;  la  série  de  Lagrange , 
appliquée  à  cette  dernière ,  donne 

jr=:. +/(«-hc)  4- |[/(i.  4- e)»]' +  ^  [/(« -h e)»] -  4-  . .  . . 

Si  Ton  pose ,  après  les  opérations  indiquées ,  s  =  o ,  on 
développera  la  plus  petite  racine  y  de  l'équation  (4) ,  et 
son  expression  sera  évidemment 

y  =/(«)  H-  4 [/{«)»]'  +  ^  [/(«)»]"  +  . . . , 

c'est-à-dire ,  la  valeur  de  x  —  u  qu'aurait  fournie  la  sé- 
rie (a).  Si  donc  on  ne  fait  pas  le  paramètre  u  égal  à  zéro, 
et  qu'on  fasse  usage  de  la  série  de  Lagrange ,  on  dévelop- 
pera la  plus  petite  valeur  numérique  de  j:  —  m  ,  par  suite 
la  racine  x  qui  diffère  le  moins  du  paramètre  u.  (Cette 
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remarque  est  due  à  M.  le  professeur  Chio,  de  Turin  ;  elle 
se  trouve  dans  un   Mémoire   non  publié,  sur   lequel 
M.  Cauchy  a  fait  un  Rapport  (  Comptes  rendus  de  VAca- 
démiey  18479  p*  49^-) 


CONCOURS  D ADMISSION  A  L ECOLE  NORMALE,  POUR 
L'ANNÉE  1849 

(Toir  t.  Vil,  p.  453). 


Composition  de  mathématiques. 

Démontrer  que  si  un  cône  de  révolution  passe  par  une 
ellipse,  la  somme  des  arêtes  aboutissant  aux  extrémités 
d'un  même  diamètre  de  cette  courbe  est  constante  {^voir 

t.  I",  p.  417)- 

Examiner  ce  que  devient  cette  proposition,  lorsqu'à 
Tellipse  on  substitue  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Sujet  de  composition  en  physique. 

i^.  Thermomètre  a  poids.  Application  à  la  mesure  des 
dilatations  des  liquides  et  des  solides. 

7?.  Mesure  de  Tintcnsité  des  courants  électriques. 


RIOGRAPHIE. 

ANNE  (PiKRRK-LÉow),  professeur. 

Tous  les  professeurs  de  la  capitale  ont  connu  ce  confrère 
si  poli ,  si  honnête  dans  son  langage ,  dans  ses  manières  : 
d'un  commerce  si  agréable ,  si  cordial  \  d'une  obligeance 
à  rendre  service ^  que  rien  ne  pouvait  épuiser  et  qui  allait 
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au-devant  des  demandes.  Des  fonctionnaires,  disséminés 
dans  tous  les  services  publics ,  se  rappellent  le  professeur, 
d*une  humeur  toujours  égale ,  dont  aucun  mouvement  ne 
dégénérait  en  brusquerie  ^  conservant  toujours  envers  les 
élèves  ces  égards ,  ces  attentions  qui  font  naître  l'airection , 
la  donnent  pour  base  au  respect.  Léon  Anne  n'est  plus; 
il  appartient  à  Féternité.  Disons  quelques  mots  de  son 
passé. 

Anne  (Pierre-Léon)  naquit  à  Rouen  le  i5  mars  1806. 
Trois  mois  après ,  le  père ,  qui  exerçait  une  profession 
mercantile,  mourut  et  ne  laissa  à  sa  veuve  que  de  faibles 
ressources  et  un  fils  aîné,  nommé  Théodore ,  âgé  de  neuf 
ans.   Ces  enfants  annonçant  de  l'intelligence,  la  mère, 
pour  suivre  leur  éducation,  vint,  en  1810,  s'établir  à 
Paris.  Avec  l'abnégation  et  ce  courage  qui  distinguent 
les  mères,  celle-ci  employa  toutes  ses  forces,   aidée  d<; 
son  aine,  à  sustenter  la  famille.  La  fortune  ne  fut  pas 
favorable;  usée  de  fatigue,  la  pauvre  femme  succomba 
en  181 5.    Deux  orphelins  restèrent  sous  l'unique  pro- 
tection de  la  Providence.  Cette  protection  avait  fait  en- 
trer M.  Théodore  Anne,  en  181 4 ?  dans  la  secrétaireric 
du  duc   d'Angoulème.  Ce  prince  généreux,  digne  des- 
cendant de  Louis  XIV,  fit  donner  une  bourse  à  Léon , 
au  collège  Louis-Ie-Grand,  et  se  chargea  du  trousseau. 
Après  avoir  travaillé   avec  ardeur  pendant  dix  ans  dans 
cet  établissement,  Léon  le  quitta  en  1826* pour  entrer 
à    l'École   Polytechnique.    M.    le   Dauphin    voulait   lui 
procurer  une  bourse  entière;  mais,  à  cette  époque,  il 
n*y  avait  que  vingt-quatre  bourses  que  l'on  partageait 
en  quarante-huit  demi-bourses,  pour  aider  plus  d'élè- 
ves.  M.    le  Dauphin,  ne  voulant  pas  priver  un  élève 
du  bénéfice  de  cette  disposition ,  n'alloua  à  Léon  qu'une 
demi-bourse,  et  paya  l'autre  sur  sa  cassette,  ainsi  que 
le  trousseau.  Léon  a  dû.  étudier  les  mathématiques  séricu- 
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sèment,  car  îl  les  aimait.  Pendant  les  deux  années  de 
.séjour  à  l'Ecole,  il  n'a  eu  que  quatre  jours  de  retenue 
pour  une  lettre  royaliste,  collectivement  écrite,  et  publiée 
dans  les  journaux.  Son  examen  de  sortie  ne  fut  pas  heu- 
reux. Des  notes  excellentes  ne  purent  en  détruire  le  mau- 
vais effet.  Les  passions  politiques  du  temps  n'eurent-elles 
aucune  influence  sur  ce  résultat  ? 

Ne  pouvant  entrer  comme  officier  dans  l'artillerie, 
arme  qu'il  affectionnait ,  il  voulut  s'y  engager  et  recon- 
quérir son  avancement  perdu.  Des  infirmités  l'empê- 
chèrent  d'être  enrôlé  comme  soldat^  et  il  se  voua  alors  à 
l'enseignement  libre. 

Entré  dans  cette  pénible  carrière,  il  remplit  avec  une 
conscience,  presque  timorée,  le  devoir  essentiel  de  ce 
professorat  qui  consiste  à  préparer  les  élèves  aux  examens 
et  surtout  aux  examinateurs;  à  cet  effet,   il  recueillait 
chaque  année  toutes  les  questions  principales  et  les  résol- 
vait de  la  manière  la  plus  simple ,  à  l'usage  des  élèves.  Il 
s'attachait,  de  prédilection,  aux  solutions  synthétiques. 
On  en  a  des  exemples  dans  plusieurs  travaux  dont  Anne 
a  enrichi  ce  Recueil.  C'est  à  lui  que  nous  devons  des  cen- 
taines de  questions  d'examen   que  nous  avons  données 
chaque  année  depuis  1842.  Il  prémunissait  aussi  ses  élèves 
contre  les  mille  et  une  objections,  océan  sans  fond,  dont 
abondent  les  interrogations.  Son  mode  d'enseignement 
éuit  remarquable  par  une  extrême  clarté  et  par  une  pa- 
tience qui  coûte  souvent    tant  à  conserver,  au  milieu 
de  tant  de  sujets   d'impatience.    La    répétition  conti- 
nuelle, si  débilitante,  des  mêmes  travaux ,  soutenus  avec 
un  zèle  continu,  minèrent  une   santé   chancelante  et 
abrégèrent  les  jours  de  l'excellent  professeur.  Après  une 
maladie  assez  longue,  Anne  s'éteignît  avec  calme  le  5  avril 
dernier,  muni  des  secours  du  culte  catholique  qu'il  a  tou- 
jours pratiqué  avec  la  même  ferveur  que  celui  de  la  recon- 
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naissance  envers  d'augustes  bienfaiteurs.  Les  élèves  per- 
dent un  bienveillant  guide ,  la  société  un  digne  citoyen,  et 
nous  un  collaborateur  dévoué.  C'est  lui  qui  a  créé  et  éla- 
boré ces  Tables  si  détaillées ,  si  méthodiques ,  qui  termi- 
nent chaque  année,  et  qui,  facilitant  les  recherches,  éco- 
nomisent le  temps ,  capital  qu'il  faut  ménager. 

Il  avait  joint  à  ses  destinées  une  charmante  personne, 
petite-fille  du  docteur  Amy,  médecin  du  duc  d'Angou- 
léme  et  du  duc  de  Berry.  Elle  a  fait  le  bonheur  de  toute 
sa  vie  et  adouci,  par  des  soins  angéliques,  Tamertume 
de  ses  jours  de  souffrance.  Une  tendre  amitié^  une  com- 
munauté de  sentiments  a  toujours  uni  étroitement  les 
deux  frères.  M.  Théodore  Anne,  ayant  quitté  Tétat 
militaire  lors  de  l'exil  de  la  branche  aînée,  a  cultivé 
avec  succès  diverses  branches  littéraires,  et,  occupant 
un  rang  honorable  dans  la  carrière  dramatique  et  dans 
celle  du  journalisme ,  il  s'est  toujours  montré  homme  de 
talent  dans  ses  écrits,  et  homme  de  cœur  dans  sa  conduite 
et  dans  ses  actions. 

Anne  laisse  trois  fils  en  bas  âge.  Lisant  un  jour  ces 
lignes,  faible  expression  d'une  profonde  reconnaissance^ 
tracée  d'une  main  inhabile ,  qui  alors  ne  remuera  plus , 
puissent-ils  se  dire  :  Notre  père  a  obtenu  l'amour  et  l'es- 
time des  gens  de  bien;  conservons  ce  précieux  héritage  et 
transmettons,  avec  son  nom ,  le  souvenir  de  ses  talents  et 
de  ses  vertus  ! 
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NOTE  SUR  L'ÉLIMINATION, 

D'après  M.  RICHELOT. 
',  Journal  âe  M.  Crello,  t.  XXI,  p.  7^fi,  i8',i  ;  on  Ulin.; 

Méthode  Syhester. 

i.  Soient /i  etyi  deux  fotictions  rationnelles  ontièiYs 
en  )  ,  savoir  : 

^■^        \  f,  ^  a\  r  -^  «:-.,>■"-'  H-. . .  «;  =  G. 

Multiplions  l'équation  /i  =  o  successivement  par  j  "~*, 
>  ""', . .  . ,  j^®,  et  de  même ,  l'équation  /«  =  o  par  j  '"~\ 
J'"*~*  V  •  •  î  J"^  5  nous  obtenons  m  -}-  ^i  équations  linéaires 
relativement  aux  quantités  j'"+"-»,  ^'"+"-%.  .  ,,  j^.  Éli- 
minant entre  ces  m-hn  équations  du  premier  degré, 
comme  autant  d'inconnues,  les  m-hn  —  i  puissances, 
y,  «+rt-i^^m+n-t^  ^^^1^  Qj^  obtient  une  équation  entre  les 
coefficients  a',  a".  Or,  dans  toutes  ces  équations,  la'quan- 
tité  entièrement  connue  est  nulle;  donc  on  ne  peut  en  dé- 
duire que  le  rapport  entre  les  inconnues  et  le  déterminant 
est  nul.  Ce  déterminant  étant  représenté  par  X  ,  on  aura 
X  =:  o  pour  Téquation  finale ,  et  sans  facteurs  étrangers , 
car  les  coefficients  a'  n'y  dépassent  pas  le  degré  n ,  et  les 
coefficients  a"  le  degré  m;  carEuler  a  démontré  que  toute 
fonction  entière  évanouissante  de  a'  et  a",  qui  jouit  de 
cette  propriété,  représente  la  véritable  équation  finale 
(  voir  tome  VII ,  page  1 63  ) . 

Observation.  Cette  belle  méthode  se  trouve  dans  \e 
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journal  tlie  London  and  Edinburgh  philosophical  Ma- 
gazine and  Journal  of  Science,  iSSp  ou  1840  (*). 

Méthode  d'Euler, 

2.  Prenons  deux  fonctions  entières  tIj  et  tt,  \  la  pre- 
mière ,  de  degré  n  —  i ,  renfermant  n  coefficleoits  arbi- 
traires y  et  la  seconde,  de  degré  m  — i ,  renfermant  m  coef- 
(icients  arbitraires,  La  fonction  t^i  fi-\-T^ift  de  degré 
m-hn — I  contient  m-\-n  coefficients  arbitraires,  et 
les  puissances  jr«+"-i^  j^ "•+«-« ^ . , .  ^  jo.  Soit  j^*  une  quel- 
conque de  ces  puissances  :  faisons  sou  coefficient  égal  à 
un ,  et  les  coefficients  des  m-h  n  —  1  autres  puissances 
égaux  à  zéro-,  nous  aurons  m  -h  w  équations  du  premier 
degré  qui  déterminent  les  m-h  n  coefficients  arbitraires , 
(ît  Ton  a 

Soit  A  le  déterminant  dans  les  m-^-n  équations  y  et 
faisons 

il  est  évident  que  p[*^  et  p^''^  sont  des  fonctions  entières  de 
a'  et  a",  et  Ton  a 

Or,  J\  et  ft  étant  nuls,  on  a  aussi  A=:  o^.  et  comme  A 
renferme  a'  au  degré  n  et  a"  au  degré  m,  celte  équation 
est  donc  l'équation  finale  et  identique  avec  X  =  o.  Ainsi 

(4)  ,<*'./; +  p;V.  =  xr*. 


(•)  Méthode  si  facile,  que  son  absence  dans  renseignement  est  un  l'ail 
ni  expliqué  ni  explicable.  MJVf.  Choquet  et  Serret  n'en  parlent  point. 
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3.  Soit  a^  un  quelconque  des  coefficients  de  /, ,  et 
prenant  la  dérivée  die  l'équation  (4)  par  rapport  à  a^, 
faisons  ensuite 

il  vient 


d'où 

(5) 


et,  de  la  même  manière, 

(6)  r*- 


où  îT  est  un  des  nombres  o ,  i ,  2 , . . . ,  /i.  Faisons  A  =  tt  , 
on  obtient 

/    N  (A)       <^X  eA)       fl^X 

(7)  ^.  =:r^'      ^'  =:;^* 

Dans  la  première  équation ,  h  ne  doit  pas  dépasser  m , 
et  dans  la  seconde,  h  ne  doit  pas  dépasser  n. 

Observation,  L'auteur  tire  des  équations  (7),  combi- 
nées avec  les  équations  (5)  et  (6) ,  des  équations  désignées 
par  (8),  (9),  (10),  et  analogues  à  celles  qui  ont  été 
trouvées  par  M.  Jacobi  (i;ozrtome  Vil,  page  i58). 

Deux  équations  à  deux  inconnues, 

4.  Supposons  que  les  coefficients  a\  a"^  dans  les  fonc- 
tions y*t,  ft  ci-dessus,  soient  des  fonctions  de  x,  et  or- 
donnant par  rapport  à  x ,  l'on  ait 

(I i)      l-^  "^  ^'^'''  "^  ^p-t^'""*  ^. . . .  -h ^;  =  o, 
U  =  6;:pî -+- ^J^^orï-»  +  . . .  +  ^:  =  o, 

gù  h\  b"  désignent  des  fonctions  entières  de  j^- 
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Soit  Téquatioi^  finale  Y  =  o. 

Si  nous  représentons  par  a|*^ ,  g^^\  les  fonctions  en- 
tières les  plus  simples  de  i'  et  b"  analogues  aux  fonc- 
tions py  on  aura ,  comme  ci-dessus  (3) , 

et 

Ix*  -^  (  — T- )  =  9\^\  analogue  à  l'équation  (5), 


(i3) 


f** "M  — r  )  =  ^^^\  analogue  à  l'équation  (6). 


5.  Les  équations  X  =  o ,  Y  =  o ,  sont,  comme  on  sait, 
de  même  degré.  Il  s'agit  de  trouver  le  caractère  de  corres* 
pondance  des  racines. 

L'équation  (5)  donne 


/*- 

-^+1/      °A 

V^'-^r-. 

d'où 

rfX 

y-    dX 

K-, 

et,  de  même, 

dX 

71 


^-      d\      ' 


dT 


n ,  dans  la  première  valeur  de  jr^  est  un  quelconque  des 
nombres  o ,  i ,  a , . . . ,  m  ;  et ,  dans  la  seconde  valeur,  un 
quelconque  des  nombres  0,1,2,...,/}.  Mettant  dans  le 
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second  membre  une  valeur  de  x,  tirée  de  réquation 
X  =  o ,  le  premier  membre  donne  la  valeur  correspon- 
dante de  j-,  déduite  de  Téquation  Y  =  o. 

Observation.  M.  Liouville  a  trouvé  depuis  (en  1847) 
une  autre  méthode  pour  établir  la  relation  entre  les  va- 
leurs correspondantes ,  mais  exigeant  une  nouvelle  élimi- 
nation, tandis  que  la  méthode  de  M.  Richelot  ne  porte  que 
sur  l'équationyma/e  seulement  (voir  t.  VI,  p.  apS). 

Le  reste  du  Mémoire  contient  un  théorème  analogue  à 
celui  que  donne  M.  Jacobi  (voir  t.  Vil,  p.  122  et  i23). 
et  on  l'obtient  par  les  mêmes  moyens. 


BIBLIOGRAPHIE  (*). 

Solutions  haisonivées  des  exercices  proposés  dans  le 
TRAITÉ  d'arithmétique  DE  M.  Joscpk  Bertrand, 
maître  de  conférences  à  TÉcole  Normale,  examinateur 
d'admission  à  TEcole  Polytechnique;  par  MM.  Groseï 
Prouhet ,  professeurs  de  mathématiques.  Paris,  i85o: 
in- S*'  de  96  pages. 

Ces  exercices  ont  acquis  chez  les  élèves  une  réputation 
de  difficultés  comme  naguère  les  questions  de  M.  Comte. 
Le  présent  ouvrage  fait  disparaître  toutes  les  aspérités,  et 
l'esprit  peut  désormais  parcourir  cette  arithmétique  sans 
la  moindre  fatigue.  Bonne  fortune  pour  les  paresseux  sur- 
tout, mais  aussi  pour  les  travailleurs*,  ceux-ci  ne  feront 
que  consulter  le  livre,  et,  comparant  leurs  propres  raison- 

("]  Tous  les  ouvrages  annonces  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques se  Irouvent  chez  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  AugusUns . 
n«55. 
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nements  à  ceux  des  auteurs,  ils  pourront  apprendre 
comment  on  peut  réunir  à  la  fois  clarté  et  rigueur. 

On  n'a  pas  indiqué  les  pages  de  l'ouvrage  où  se  trou- 
vent les  questions  5  cela  aurait  évité  des  recherches 
inutiles.  ^ 

iVous  rappellerons  que  M.  Prouhet  a  proposé,  en  1844? 
une  belle  question  d'arithmétique  qui  n'est  pas  encore 
résolue  (voir  tome  III,  page  3765  question  87).  Nous 
recueillerons  avec  reconnaissance  la  solution  que  l'auteur 
voudra  bien  nous  communiquer,  ainsi  que  des  questions 
88  et  89  qui  lui  appartiennent  également. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  226 

(voir  t.  IX,  p.  161  )i 

Pau  m.  Gustave  MARQFOY, 

Élève    de    l'institution   Sainte-Barbe. 


Théorème.  Soit  une  circonférence ,  A  le  centre,  CAB 
un  diamètre.  Sur  CB  prolongé,  prenez  un  point  D  tel  que 

/o/ioif  DB.DC'  =  AD.Âb'  {et  non  AB.Âd').  Du  point 
D  comme  centre,  et  d'un  rayon  AB,  décrivez  une  cir-* 
conférence  coupant  en  Y*  la  circonférence  donnée. 
L'arc  BE  est  la  septième  partie  de  la  circonjérence, 

(VlÈTE.) 

Démonstration,  On  à,  par  hypothèse,  la  relation 


DB.DC  =AD.Ab\ 


Soient 

AD  =  2/, 
AB  =  R=i; 
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la  relation  devient 

(2/—  i)(2/-4-  i;'  =  a/, 
ou 

8/^-f.4/»  — 4/—  1  =0. 

C'est  l'équation  qui  donne  les  valeurs  de  cos —   {"voir 

tome  IX,  page  52). 

Donc ,  si  Ton  prend  le  milieu  M  de  la  ligne  AD ,  on  a 

AM  =.cos — 

7 

Or,  si  Ton  élève  la  perpendiculaire  ME ,  il  est  clair  que 
DE  est  égal  au  rayon  du  cercle  ;  donc  6E  est  bien  le 
septième  de  la  circonférence. 


COMPLÉMENT  DE  L'ARTICLE  SUR  LA  MEILLEURE  FORME 
A  DONNER  AUX  TRIANGLES  DANS  LES  LEVERS 

(TOir  t.  IX,  p.  197); 

Par  m.  PIOBERT. 


On  a  vu,  page  200,  que  le  rapport  du  déplacement  du 
sonmiet  à  la  hauteur  du  triangle ,  ou  ce  qu'on  appelle  la 
déformation  du  triangle,  est 


laBy    sin 


dA      sin'^C       2siné/Asin</CcosB 


csinA      sinBy    sin' A        sin'C  sin  A  sin C 

11  est  facile  de  voir  que  les  plus  grandes  déformations , 
soit  dans  le  sens  de  la  hauteur,  soit  latéralement ,  auront 
lieu  lorsque  dA  et  dC  seront  égaux  à  la  plus  grande 
erreur  à  craindre  dans  la  mesure  de  chaque  angle,  ^A 
et  dC  étant  de  même  signe  dans  le  premier  cas  et  de 
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signes  différents  dans  le  dernier.  On  aura  donc 

D      sin  rfA  \/sin'  A  -h  sin»  C  ±  2  sin  A  sin  C  cos  B 

<:sinA  sin  A  sin  fi  sin  C 

le  signe  -f-  pour  des  erreurs  de  même  signe  et  le  signe  — 
pour  des  erreurs  de  signes  diiTérents. 

Il  est  également  facile  de  s'assurer  que  les  écarts  eu 
hauteur,  qui  sont  les  plus  considérables  et  les  plus  à  crain- 
dre 5  seront  les  plus  petits  pour  A  =  C  •,  il  vient  alors 

D  sin  dk 


csinA       sin  A  sin  B 


v/2±  2  ces  fi. 


Comme  e  est  la  plus  grande  erreur  possible  sur  la  me- 
sure de  chaque  angle,  le  plus  grand  écartement  latéral  du 
sommet  B  de  sa  véritable  position  sera  donné  par 

dkz=i^dC  =  s; 

et  la  déformation  sera 

sint 


.    ^  di  —  2cosB . 
^       sinAsmB 

Si  deux  angles  seulement  ont  été  mesurés ,  on  aura  égale- 
ment 

dk  =  dQz=t 

pour  le  cas  du  plus  grand  écart  en  hauteur,  et  la  défor- 
mation sera 

sin  c        / 

-, — : — r— zr  V2  H-  2COSB. 

.    smAsmB  ' 
La  moyenne  des  plus  grandes  déformations  sera 


sms 


;(^2  —    2C0SB  4-  V^2  -h  2C0SB), 


2  sin  A  sin  B 

dont  il  faudra  chercher  le  minimum  pour  avoir  la  condi^ 
tion  du  triangle  le  plus  favorable,  ou  qui  donne  les  chances 
des  moins  grandes  erreurs  sur  la  position  du  sommet  à 
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déterminer.  Comme  cosB  est  toujours  daiis  la  pratique 
sensiblement  plus  petit  que  Tunité,  la  somme  des  deux 
radicaux  ne  varie  pas  beaucoup  dans  les  limites  des  va- 
leurs qu'on  donne  à  B ,  de  sorte  qu'on  peut  avoir  une  pre- 
mière approximation  en  ne  considérant  que  les  variations 
du   dénominateur^    on   a   ainsi  cherché  précédenunent 

(page  200)  le  minimum  de  -: :-^ ,  et  Ton  a  trouvé  pour 

^'^  ^  '  smAsmB  ^ 

condition 

tang'  A  =  2 , 

c'est-à-dire ,  A  et  C  d'environ  55°,  et  B  de  7o'\ 

En  faisant  la  recherche  du  minimum  de  la  valeur  en- 
tière de  la  déformation ,  on  trouve  la  condition 

tang'  A  —  tang  A  =  2 , 
d'où 

A  =  C  =  56«4i'      et      B  =  66°38', 

au  lieu  des  valeurs  précédentes. 

Lorsque  les  trois  angles  du  triangle  sont  mesurés,  dh 
et  <iC  de  même  signe  ne  peuvent  être  égaux  à  £  \  car  au- 
trement rfB  serait  égal  à  2e,  comme  cela  a  déjà  été  dit 
(page  198)  ^  on"  ne  peut  alors  avoir  de  plus  grande  valeur 

de  J A  et  de  fliC  que  -,  et  la  plus  grande  déformation  en 
hauteur  devient 

s 

sm- 
2 


sm  A  sin  B 


V^2-h2cosB, 


La  moyenne  des  plus  grandes  déformations  est  alors ,  en 
remarquant  que  e  est  toujours  très-petit , 


smc 


2sinAsmB  ^  *  '  ^ 

Q\\  cherchant  la  condition  du  minimum,  on  trouve  alorî» 

lang^  A  —  tang  A  =  4  î 
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iroù 

A  =  C  =  60"  54'       et       B  =  58°  1 2'. 

Il  est  à  remarquer  que  dans  les  diverses  solutious  qui 
précèdent,  les  écarts  latéraux  et  en  hauteur  sont  inégaux; 
dans  le  cas  de  deux  angles  mesurés,  c'est  1  écart  en  hauteur 
qui  est  le  plus  grand ,  et  dans  le  cas  des  trois  angles  mesu- 
rés ,  c'est  l'écart  latéral.  Comme,  en  général ,  il  est  indif- 
férent que  la  déformation  soit  dans  un  sens  ou  dans  un 
autre,  la  solution  la  plus  avantageuse  est  celle  où  la 
plus  grande  de  ces  déformations  est  la  moindre  possible. 
Elles  doivent  alors  être  égales  dans  les  deux  sens ,  et  il 
arrive  qu'elles  ne  sont  pas  sensiblement  plus  grandes  que 
les  moyennes  trouvées  dans  les  autres  solutions.  Dans  le 
cas  de  deux  angles  mesurés,  on  a 


V^2  -h  2  ces  B  =  V  2  —  2  cos  B , 
ou 

B  =  90°,       C  =  A  =  45". 

Dans  le  cas  des  trois  angles  mesurés ,  on  a 


\î'l  4-  2COS  B  =  2  V  2  —  2COS  B , 

ou 

I  -4-  cos  B  =  4  (  *  —  ^^s  ^  )  > 
d'où 

cosB  =  |,       B  =  53"7'49"       et      A  =  C  =  63"26'5",5. 
NOTE  HISTORIQUE  SIR  \IÈTE  (FRANÇOIS). 


Les  Grecs  distinguaient  deux  sortes  de  questions  géomé- 
triques, les  diorismes  {imiT/Mi^^  ou  problèmes  déterminés  , 
et  les  lieux  indéterminés  [ttIi)  (i;©//' tome  III,  page  480). 
Viète,  un  des  premiers,  a  appliqué  l'algèbre  aux  dioris- 
mes, puis  Descartes  le  premier  aux  lieux  plans  ;-et  ces  deux 
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applications  ont  fait  faire  à  la  géométrie  plus  de  progrès 
en  trois  siècles  qu'elle  n'en  avait  fait  auparavant  en  trois 
mille  ans.  C'est  que  Viète  a  eu  aussi  le  premier  l'idée 
mère  de  représenter  par  des  lettres  même  les  quantités  nu- 
mériquement connues.  De  là ,  il  fut  naturellement  amené 
à  représenter  aussi  les  longueurs  linéaires  par  des  lettres  et 
adonner  ce  qu'on  nomme  aujourd'hui  la  construction  géo- 
métrique des  formules  ;  car  la  vraie  formule  algébrique  ne 
date  que  de  Viète.  L'analyse  ne  consistant  qu'en ybrme^,  il 
a  désigné  cette  science  sous  le  nom  de  logistique  spécieuse. 
Ce  grand  homme,  de  qui  nous  tenons  tout,  n'a  pas  encore 
de  monument  dans  sa  ville  natale.  Il  vit  le  jour,  en  i54o, 
à  Fontenay-le-Comte,  dans  le  bas  Poitou,  aujourd'hui  dé* 
partement  de  la  Vendée.  Jouissant  de  T indépendance  que 
donne  la  fortune,  il  passa  toute  sa^ie  à  cultiver  les  ma- 
thématiques avec  une  telle  ardeur,  qu'il  passait  quelque- 
fois des  jours  et  des  nuits,  assis  sur  sa  chaise,  à  la  re- 
cherche d'une  solution.  Il  ne  faisait  imprimer  ses  ouvrages 
qu'à  un  petit  nombre  d'exemplaires,  qu'il  distribuait  à 
des  amis,  sans  jamais  vouloir  en  tirer  un  profit  quelcon- 
que. Il  était  lié  avec  les  principaux  personnages  du  temps, 
entre  autres  avec  le  célèbre  historien  de  Thou.  Etant 
maître  des  requêtes,  il  venait  souvent  à  Paris  ,  où  11  est 
mort  en  i6o3.  Ses  ouvrages,  devenus  très-rares,  ont  été 
recueillis  par  le  célèbre  François  de  Schooten,  en  1646, 
sous  ce  titre  :  Francisci  Vietœ  Opéra  mathematica  in 
unum  "volumen  congesta  ac  recognita,  operd  atque 
studio  Francisci  a  Schooten  Leydensis,  matheseos  pro- 
fessoris,  Lugduni-Bata^orum,  ex  officinâ  Bonai^enturœ 
et  Abrahami  Elzex^iriorum .  In-folio  de  554  pages. 

Profond  helléniste ,  selon  le  mauvais  goût  du  temps  il 
entremêle  le  discours  latin  de  beaucoup  d'expressions 
grecques  5  ce  qui  donne  au  style  un  aspect  hybride.  Voici 
le  contenu  de  ce  volume. 
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1°.  Isagoge  in  artem  anafyticam^  il  divise  l'analyse 
en  trois  parties  :  la  zététique,  \2Lp0ristique  elVexégétique. 

Dans  la  zëtétique,  on  se  propose  de  rechercher  les  rela- 
tions qai  existent  entre  les  inconnues  et  les  connues  \  au- 
trement, la  formation  des  équations.  La  poristîquc  a  pour 
objet  les  moyens  de  démontrer  les  théorèmes,  et  Fexégé- 
tique  s'occupe  de  la  recherche  des  grandeurs  des  incon- 
nues, autrement  de  la  résolution  des  équations.  Les  deux 
premières  méthodes  sont  énoncées  par  Théon ,  et  la  troi- 
sième est  de  Vièle.  Au  chapitre  IV,  on  lit  cette  célèbre  dé- 
duction :  Logistice  numerosa  est  quœ  per  numéros,  spe- 
ciosa  quœ  per  species  seu  rerum  formas  exhibetury  ut 
pote  per  alphabetica  élément  a, 

a®,  jdd  logisticen  specîosam  notas  priores;  contient 
les  quatre  opérations  algébriques  et  les  élévations  aux 
puissances ,  et  diverses  questions  sur  le  triangle  rectangle. 

3®.  Zefeticorum  libri  quinque;  divers  problèmes  nu* 
mériques  et  géométriques  sur  le  théorème  de  Py thagore , 
sur  des  moyennes  proportionnelles ,  etc. 

4**.  Deœquationum  recognitione  et  emendatione  trac- 
tatus  duo;  traite  de  la  manière  de  préparer  les  équations, 
par  le  passage  de  termes  d'un  membre  dans  un  autre ,  par 
la  disparition  des  dénominateurs,  des  radicaux,  etc. 

5**.  De  numerosa  potestatum  purarum  resolutione; 
extraction  des  racines  des  nombres. 

6°.  De  numerosa  potestatum  adfectarum  resolutione; 
N résolutions  des  équations  du  second,  du  troisième  et  du 
quatrième  degré,  et  des  équations  supérieures  réductibles 
à  l'un  de  ces  trois  degrés.  Voici  comment  il  résout  l'équa- 
tion du  troisième  degré.  Soit 

faisant 

.r  =1:  ' » 
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on  obtient 

d'où,  etc. 

7^.  Effectionum  geometncarum  canonica  recensio. 

8°.  Supplementum  geometriœ^  pseudo-mesolabum  et 
alia  quœdam  adjuncta  capitula;  problèmes  sur  des 
moyennes  proportionnellçs  continues  dans  le  cercle  :  on 
trouve  (page  ^55)  le  problème  sur  l'inscription  de  la 
corde  de  l'heptagone,  résolu  ci-dessus. 

Construire  un  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés 
sont  donnés,  etc. 

'9°.   Theoremata  ad  sectiones  angulareSy   première 
théorie  des  sections  angulaires. 

lo**.  Responsum  ad  problema,  quod  omnibus  mathe- 
maticis  totius  orbis  construendwn  proposuit  Adriami^ 
Roman  us  ;  il  s'agit  de  trouver  la  racine  d'une  certaine 
équation  du  quarante-cinquième  degré.  Charmé  de  la  so- 
lution ,  Adrien  a  fait  exprès  le  voyage  de  Wurtzbourg  à 
Paris,  et  de  là  à  Poitiers,  pour  faire  la  connaissance  de 
Viète,  et  celui-ci  lui  a  dédié  l'ouvrage  suivant.  Yiète  re- 
connut tout  de  suite  qu'il  s'agit  de  diviser  un  arc  donnr 
en  quarante-cinq  parties  égales. 

II".  Apollonius  G  allas;  première  solution  géométri- 
que du  problème  où  Ton  cherche  à  construire  un  cercle 
qui  en  touche  trois  autres  :  sa  méthode  est,  au  fond,  celle 
qu'on  appelle  aujourd'hui  celle  des  a^es  radicaux  et  de? 
centres  d'homologie,  Viète  résout  d'abord  des  cas  parti- 
culiers de  contact. 

1 2°.  Munimen  ads^ersus  nov^a  cyclometrica  ;  réfu- 
tation de  la  cyclométrie  de  Scaliger. 

Le  reste  du  volume  contient  les  travaux  de  Viète  sur  le 
calendrier  grégorien ,  et  dans  lequel  il  a  signalé  des  dé- 
fauts et  indiqué  des  corrections  qui  n'ont  pas  été  adoptée> 
et  lui  ont  occasionné  des  désagréments.  Il  s'était  rendu  à 
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Lyon  pour  présenter  son  travail  au  cardinal  Aldobran- 
dini,  légat  du  Pape;  de  Thou,  consulté,  avait  décon- 
seillé ce  voyage  et  avait  prédit  d'avance  à  Viète  son  in- 
succès auprès  de  ces  hommes ,  qui  idla  in  re  errasse  y  aut 
errare  passe,  nefateantur,  pro  imperii  arcano  ducunt 
(Historîa,lib.  CXXIX). 

Ceux  qui  voudront  plus  de  détails  sur  les  travaux  de 
Viète,  pourront  recourir  à  Texcellente  Note  de  M.  Ghasles 
sur  la  nature  des  opérations  algébriques  dont  la  con^ 
naissance  a  été  attribuée  à  Fibonacci;  des  droits  de  Viète 
Tnécormitf  (Comptes  rendus,  i84i,  i"  semestre,  p.  74i)« 
On  y  lit  qu'Adrien  Romanus  a  déjà  eu  Xidée  d'une  repré- 
sentation littérale  de  toute  quantité*,  mais  que  Viète  a 
réalisé  cette  idée.  Romanus,  né  à  Louvain,  est  mort  à 
Wurtzbourg,  le  4  niai  i6i5  ;  il  était  médecin  de  TEmpe- 
reur  :  son  nom  de  famille  est  Van  Roemer.  Une  Notice 
intéressante  sur  ce  géomètre  a  été  donnée  par  M.  de 
ReilTeuberg  (Quetelet,  Correspondance  mathématique  y 
t.  Vni,  p.  323;  voir  aussi  Tallemant  des  Réaux,  His- 
toriettes, tome  II,  page  88). 


8KG0ND  THÉORÈME  DE  NINIMIIH  POUR  UN  SYSTEME  DR 
DROITES  DANS  L'ESPACE 

(Toir  t.  VII,  p.  407  etW4); 

Pa«  mm.  p.  HOSSARD  et  POUDRA, 

Chefs  d'escadron  d'état-major. 


Théorème.  Un  nombre  quelconque  de  droites  étant 
données  dans  V espace  y  le  point  pour  lequel  la  somme 
des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  droites 

Ann.  de  Mathémat,,  U  IX.  (  Jaillet  i85o.)  x6 
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est  un  minimum,  est  en  même  temps  le  centre  de  grauité 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires  ,•  et  réciproquement. 

Démonstration.  Soient  A  ce  point,  et  G  le  centre  de 
gravite  des  pieds  des  perpendiculaires.  Quel  que  soit  le 
point  A ,  la  somme  des  carrés  des  distances  entre  le  point  G 
et  les  pieds  des  perpendiculaires  sera  un  minimum.  Par 
suite ,  la  sonmie  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  A  serait  plus  grande  que  ceUe  des  carrés  des 
distances  prises  à  partir  du  centre  de  gravité  G,  et,  à 
fortiori,  plus  grande  que  la  somme  des  carrés  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  de  gravité  G  sur  les  droites  ; 
le  point  A  ne  jouira  donc  de  la  propriété  énoncée  qu'au- 
tant qail  se  confondra  avec  le  point  G. 

Or,  on  sait  qu'il  n'existe  qu'un  seul  centre  de  moyenne 
distance.  Donc  le  point  G ,  centre  de  gravité  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  droites,  est 
unique*,  et,  partant,  la  sonmie  des  carrés  de  ces  perpen- 
diculaires est  un  minimum  relativement  à  toute  somme 
semblable  pour  d'autres  points  de  l'espace. 

Nous  employons  ce  théorème  dans  la  solution  d'une 
question  pratique  de  géodésie  que  nous  donnerons  pro- 
chainement. 

Note.  Le  carré  de  la  distance  d'un  point  dans  l'espace 
à  une  droite  dans  l'espace,  est  une  fonction  rationnelle 
entière  du  second  ordre  des  coordonnées  du  point  et  do 
celles  du  pied  de  la  perpendiculaire;  il  s'ensuit  qu*on 
peut  appliquer  à  des  droites  dans  l'espace  le  même  genre 
de  démonstration  qu'on  a  donné  pour  des  droites  dans  un 
plan  (voir  tome  VII,  page  4o8). 
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PROGRAMMB  DU  COURS  DE  MÉCANIQUE  ËLEMENTAIRE. 

FIN  DU  DEUXIÈME  ARTICLE  (rolr  ptge  169  de  ce  Tolame)  ; 

Par  m.  C.-E.  PAGE. 


Prenons  d'abord  pour  exemple  un  système  entièrement 
libre.  Nous  avons  vu  que  tous  les  mouvements  possibles 
d'un  pareil  système  se  réduisent  à  un  mouvement  de 
translation  suivant  une  direction  quelconque,  et  à  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  quelconque. 

Commençons  par  supposer  un  mouvement  de  transla- 
tion suivant  une  direction  quelconque.  Les  vitesses  vir- 
tuelles de  tous  les  points  d'application  sont  représentées 
par  des  droites  parallèles  et  égales  entre  elles  :  en  égalant 
à  zéro  la  somme  des  produits  de  toutes  ces  vitesses  vir- 
tuelles par  les  projections  des  forces  sur  leur  direction , 
on  a  un  facteur  commun  à  tous  les  termes  ;  en  le  suppri- 
mant, il  reste  la  somme  des  projections  des  forces  égale 
à  zéro. 

Pour  les  forces  appliquées  à  un  système  entièrement 
libre,  on  a  donc  cette  première  condition  d'équilibre  :  il 
faut  que  la  somme  des  projections  des  forces  sur  une 
direction  quelconque  soit  nulle. 

Pour  que  la  somme  des  projections  sur  une  direction 
quelconque  soit  nulle,  il  faut  que  les  sommes  des  projec- 
tions sur  trois  axes  rectangulaires  fixes  soient  nulles  sé- 
parément ]  cette  première  condition  se  trouve  donc 
exprimée  au  moyen  de  trois  équations. 

Maintenant,  supposons  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  axe  quelconque.  La  vitesse  virtuelle  d'un  point 
d'application  est  égale  au  produit  de  la  vitesse  angulaire 
par  le  rayon  de  ce  point,  et  le  travail  élémentaire  virtuel 
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de  la  force  correspondante  est  égal  au  produit  de  cette 
vitesse  virtuelle  par  la  projection  de  la  force  sur  une 
droite  perpendiculaire  à  la  fois  au  rayon  et  à  Taxe  :  en 
égalant  à  zéro  la  somme  des  travaux  élémentaires  virtuels, 
on  voit  que  la  vitesse  angulaire  entre  comme  facteur 
commun  à  tous  les  termes;  en  supprimant  ce  facteur,  il 
reste  la  somme  des  produits  qu^on  obtient  en  multipliant 
le  rayon  de  chaque  point  par  la  projection  de  la  force 
correspondante  sur  une  droite  perpendiculaire  au  rayon 
et  à  Taxe.  Ce  produit  est  égal  au  produit  de  la  projection 
de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  par  la  plus 
courte  distance  de  la  force  à  l'axe.  C'est  ce  dernier  pro- 
duit qu'on  appelle  moment  de  la  force  par  rapport  à 
Taxe. 

On  a  donc  cette  seconde  condition  d'équilibre  :  il  faut 
que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport'  â  un 
axe  quelconque  soit  nulle. 

Nous  avons  vu  que  la  vitesse  angulaire,  autour  d'un 
axe  quelconque,  peut  toujours  se  décomposer  en  trois 
vitesses  angulaires  autour  de  trois  axes  rectangulaires 
fixes  ;  il  est  facile  d'en  conclure  :  pour  que  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
soit  nulle,  il  faut  que  les  sommes  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  {{«es  soient  nulles 
séparément  *,  ce  qui  donne  encore  trois  équations. 

Pour  réquilibre  des  forces  appliquées  à  un  système 
entièrement  libre ,  nous  avons  donc  deux  conditions  gé- 
nérales qui  s'expriment  chacune  au  moyen  de  trois 
équations. 

Le  nombre  des  équations  diminue  lorsque  les  forces 
sont  assujetties  à  quelques  conditions  données. Ainsi ,  par 
exemple ,  si  les  forces  sont  situées  dans  un  même  plan , 
il  suffit,  pour  l'équilibre,  que  la  somme  des  projections 
des  forces  sur  une  droite  quelconque  située  dans  ce  plan 


Digitized  by 


Google 


(245) 

soit  nulle ,  et  que  la  somme  des  moments  des  forces  pat- 
rapport  à  un  axe  quelconque  perpendiculaire  au  plan 
soit  nulle;  ce  qui  donne  en  tout  trois  équations  seule- 
ment. 

Si  les  forces  sont  parallèles  entre  elles,  il  suffit,  pour 
l'équilibre,  que  la  somme  de  ces  forces  soit  nulle,  et  que 
la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque perpendiculaire  à  leur  direction  soit  également 
nulle;  ce  qui  fournit  encore  trois  équations  seulement. 

Des  conditions  d'équilibre  des  forces  parallèles ,  il  est 
facile  de  déduire  la  théorie  du  centre  des  forces  parallèles, 
et,  par  suite,  la  théorie  du  centre  de  gravité,  qui  est  le 
même  que  le  centre  des  moyennes  distances. 

Lorsque  le  système  auquel  les  forces  sont  appliquées 
est  gêné  dans  ses  mouvements ,  les  conditions  d'équilibre 
sont  restreintes  aux  seuls  mouvements  possibles;  ce  qui 
diminue  le  nombre  des  écpiations. 

Ainsi,  par  exemple,  si  un  corps  est  assujetti  à  n'avoir 
qu'un  mouvement  de  translation,  suivant  une  seule  di- 
rection, les  vitesses  virtuelles  de  tous  les  points  d'appli- 
cation sont  égales  entre  elles  et  parallèles  à  cette  direc- 
tion-, d'où  Ton  conclut  que  pour  l'équilibre  il  suffit  que 
la  somme  des  projections  des  forces  sur  cette  direction 
soit  nulle. 

Si  un  corps  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe, 
il  suffit  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport 
h  cet  axe  soit  nulle ,  etc. 

Nous  avons  déjà  vu  que  les  machines  sont  des  corps  ou 
des  assemblages  de  corps  gênés  dans  leurs  mouvements. 
Pour  trouver  les  conditions  d'équilibre  des  forces  qui  leur 
sont  appliquées,  il  suffit  de  déterminer  les  vitesses  vir- 
tuelles des  points  d'application,  etd'égaler  à  zéro  la  somme 
<les  travaux  élémentaires  virtuels. 

En  général,  dans  une  machine,  il  n'y  a  qu'un  seul 
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mouyement  possible,  et  les  forces  sont  ordinairement  di- 
rigées dans  le  sens  même  des  vitesses  virtuelles  de  leurs 
points  d^application.  Dans  ce  cas,  si  une  machine  n^csi 
sollicitée  que  par  deux  forces  qui  tendent  à  la  faire  mou- 
voir en  sens  contraires ,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut 
que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  des  vitesses 
virtuelles  de  leurs  points  d'application. 


SOLUTiON  DE  LA  QUESTION  221 

(  rolr  U  IX,  p.  151  )  ; 

Par  mm.  L.  DURAND  CLAYE,  élève  (institution  Sainte-Barbe); 
F.  MARTOREY,  élèye  du  lycée  Charlemagne  (division  de  M.  Catalan). 


1 .  Lemme.  Dans  un  triangle,  connaissant,  de  direction, 
la  hauteur,  la  bissectrice,  la  médiane,  qui  partent  d*an 
même  sommet,  le  triangle  est  donné  d'espèce.  On  peut 
en  construire  géométriquement  les  trois  angles. 

2.  Problème  !227.  Dans  une  conique  à  centre ,  on 
donne  :  i°  une  directrice^  2^  une  tangente  auec  le  point 
de  contact^  3^  la  direction  du  diamètre  guipasse  par  ce 
point  :  construire  la  conique, 

Première  solution.  Soient  M  le  point  de  contact  donné 
et  P  le  point  où  la  tangente  en  M  coupe  la  directrice , 
et  F  et  F'  les  deux  foyers  inconnus.  Dans  le  triangle  FMF', 
on  connaît  les  directions  de  la  bissectrice  (c'est  la  normale 
en  M),  de  la  médiane  (c'est  le  diamètre),  et  de  la  hauteur 
passant  par  M;  donc,  d'après  le  lemme,  Tangle  FMF'  est 
connu  ainsi  que  sa  moitié.  Les  rayons  MF,  MF'  sont  donc 
connus  en  direction.  Mais,  d'après  une  propriété  connue, 
le  foyer  correspondant  à  la  directrice  donnée  est  sur  la 
circonférence  décrite  sur  MP  comme  diamètre^  donc  le 
foyer  cherché  est  à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  chacune 
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des  directions  MF  et  ]VIF^  11  y  a  donc  deux  coniques  qui 
satisfont  à  la  question.  (Claye.  ) 

3.  Seconde  solution.  Lemmes.  i°.  Les  droites  qui  joi- 
gnent un  foyer  au  point  de  contact  d'une  tangente  et  au. 
point  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  la  directrice 
correspondante ,  sont  perpendiculaires. 

2^.  La  polaire  de  tout  point  pris  sur  la  directrice  passe 
par  le  foyer,  et  la  droite  qui  joint  ce  point  au  foyer  est 
perpendiculaire  sur  la  polaire. 

3^.  La  polaire  d'un  point  est  parallèle  au  diamètre 
conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Soient  M  le  point  de  contact ,  T  le  point  où  la  tangente 
coupe  la  directrice ,  R  le  point  où  le  diamètre  coupe  la 
directrice.  Le  foyer  F  correspondant  à  la  directrice  est  : 
i^  sur  la  circonférence  décrite  sur  MT  comme  diamètre 
(lemme  i)]  ^^  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  R  sur 
la  tangente  MT  (lemmes  ii  et  3)  ;  donc  le  point  cherché 
est  à  l'intersection  d'un  cercle  St  d'une  droite.  Il  y  a  donc 
deux  solutions  qui  peuvent  se  réduire  à  une  seule  ou 
même  devenir  imaginaires.  Lorsque  le  triangle  formé  par 
la  tangente,  la  directrice  et  le  diamètre  a  deux  angles 
aigus  adjacents  à  la  tangente ,  le  problème  est  toujours 

possible .  (  M  ARTOREY .  ) 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE  RELATIF  AUX  FOYERS  DES  CONIQUES 

(TOir  t.  IV,  p.  3t8,  8t6,  S?7  et  401  )  ; 

Par  m.  MARTOREY, 

Élève  du  lycée  Charleraagnè  (  division  de  M.  Catalan  ). 


Problème.  Trouy^er  V équation  du  lieu  des  foyers  de 
toutes  les  courbes  du  second  degré  qui  louchent  en  deux 
points  donnés  les  deux  côtés  d'un  angle  donné. 
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Que  devaient  ce  lieu  lorsque  les  deux  points  de  contact 
sont  également  éloignés  du  sommet  de  V angle  ? 

1.  Soit  F  le  foyer  d'une  courbe  du  secoud  degré ,  tan- 
gente en  A  et  en  B  aux  droites  OA  et  OB. 

Joignons  ce  foyer  au  point  O ,  où  concourent  les  tan- 
gentes ,  et  aux  points  de  contact  A  et  B:  la  droite  FO  est 
la  bissectrice  de  Tangle  AFB. 

D  résulte  de  là  que  le  lieu  proposé  peut  être  défini 
comme  celui  des  points  tels,  qu'en  les  joignant  à  trois 
points  donnés ,  la  droite  intermédiaire  soit  la  bissectrice 
de  l'angle  des  deux  autres  droites. 

Prenons  pour  pôle  le  point  O  et  pour  axe  polaire 
la  tangente  OB.  Soient  â,  &  les  distances  OB,  OA; 
0  l'angle  des  tangentes  \  p  eltù  les  coordonnées  d'un  point 
du  lieu. 

Le  triangle  OFB  fournit  la  relation 

sii^OFB       _fl 
sin  (OFB -f- û»)  ~  p' 
dW 

p  sin  OFB  =r  a  (sin  OFB  cos  u  +  cos  OFB  sin  &>)  y 

et,  en  divisant  par  cosOFB, 

p  tangOFB  =  a  cosa>  tang  OFB  +  a  sio»». 
Delà, 

^^«  ^  sin  » 

tang  OFB  = 

p  —  a  cos  0* 

Le  triangle  AFO  fournit  de  la  même  manière  la  tan- 
gente de  l'angle  OFA.  On  en  obtient  la  valeur  immédiate- 
ment en  changeant  dans  l'expression  précédente  a  en  £ , 
tt)  en  (9  —  a>)  ;  on  a  ainsi 

tang  OFA  = _L__i--.    ^ 

^  p— ^cos(ô  — «) 

Les  deux  angles  AFO  et  OFB  étant  égaux,  leurs  tan- 
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gentes  sont  égales,  et  réciproquement ,  puisque  les  angles 
que    nous   considérons  sont  inférieurs   à  deux  droits; 
Téquation  du  lieu  est  donc 

asinu      ^sin(0  —  ») 

p  —  a  ces  w       p  —  h  cos(  0  —  w  ) 
ou 

a^sin(ab>  —  9) 

^      a  sin  u  —  ^  sin  (ô  —  o») 

12.  Avant  de  construire  cette  équation  dans  le  cas  gé- 
néral, examinons  ce  que  devient  le  lieu  lorsque  a  =  b. 
L'équation  se  réduit  à 


2  a  sm cos  • 


asin(2»  — Ô)      2  2 

^      sinu  —  sin(ô  —  »)  .    2«  —  ô 

^  '  o  Ain   


2  sm cos  - 

2  2 


ELlle  se  décompose  en 

iii 

acos  I  » 1 


(,) =  o 


(2) 


cos- 

2 


La  première  équation  donne 


2  o  ® 

w  =  -■  j        a>  =  I  oO  H —  > 
0  2 


c'est-à-dire  qu'elle  représente  la  bissectrice  de  l'angle  des 
tangentes. 

En  prenant  pour  unité  la  longueur ,  on  réduit  la 


COS- 
2 


seconde  équation  à 

p  =  cos  y^^-y 
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et,  en  faisant  tourner  l'axe  polaire  de  Tangle  -,  on  a  à 
construire  la  formule 

p  =r  COS  &>  y 

laquelle  représente  une  circonférence.  Cette  circonfé- 
rence passe  par  le  point  O ,  et  par  les  points  A  et  B. 

Par  conséquent ,  le  lieu  se  compose  de  la  bissectrice  de 
r angle  des  tangentes,  et  de  la  circonférence  qui  passe  par 
les  deux  points  donnés  et  par  le  point  de  concours  des 
tangentes. 

3.  Actuellement  construisons  la  courbe  dans  le  cas 
général. 

Les  valeurs  de  co  qui  rendront  nul  le  rayon  vecteur 
sont  fournies  par  Téquation 

sin(2(o  —  9)  =  o. 
De  cette  équation  on  tire 

e  0  o       ^  ^ 

«  =  — ?       w  =  QO  H y       «rrzjlJOH î       w  =  2nO  H 

2^2  2  '2 

Les  directions  correspondantes  des  rayons  vecteurs ,  c'est- 
à-dire  les  bissectrices  de  l'angle  des  tangentes ,  seront  des 
tangentes  à  l'origine.  Car  chacune  de  ces  directions  peut 
être  considérée  comme  la  limite  des  positions  d'une  sé- 
cante de  la  courbe,  tournant  autour  de  l'un  des  points 
d'intersection .  jusqu'à  ce  que  deux  points  d'intersection 
se  confondent  en  un  seul. 

Les  valeurs  de  o)  qui  rendront  le  rayon  vecteur  infini- 
ment grand  sont  données  par  l'équation 

a  sin  &>  —  ^  sin  (  G  —  w)  =  o  ; 
d'où 

sin  &>  b 


sin  (  0 
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La  direction  indiquée  par  cette  équation  est  celle  de  la 
seconde  diagonale  du  parallélogramme  construit  avec  les 
distances  a  et  b  pour  côtés  adjacents.  On  reconnaît  faci- 
lement que  la  courbe  a  une  asymptote  parallèle  à  cette 
diagonale. 

La  courbe  passe  par  les  points  de  contact ,  présente  un 
nœud  à  l'origine,  point  pour  lequel  les  tangentes  à  la 
courbe  sont  les  bissectrices  de  Tangle  des  tangentes. 

En  appliquant  la  règle  pour  trouver  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe ,  on  trouve 

»in(2w—  g)[flgin6i  —  fcsin  (g  —  ai)] 


"'icos  (2w—  Ô)  [fluin  w  —  6  8in  (6  —  w)]—  siu(aw  —  Ô)  [acos  w  -t-icoi»(fl  —  w)j 

Si  l'on  fait  «  ==  9,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche  la  Un- 
gente  au  point  A ,  l'équation  se  réduit  à 

a  sin  9 

tang  V  = r  • 

^  a  cos  ô  —  b 

Or ,  si  nous  abaissons  la  perpendiculaire  BP  sur  OA , 

BP  =  asine,     OP  =  flcosô; 

donc 

BP 
UngV  =  — ,         V=PAB. 

De  la  même  manière ,  pour  co  =  o ,  on  a 

taii£ 
et  l'on  reconnaît  que 


^     "~"  a  —  ^  cos  Ô  ' 


V  =  ABO. 


Donc  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  A  et  B  font 
avec  les  rayons  vecteurs  des  angles  égaux  aux  angles  que 
la  droite  AB  fait  avec  ces  rayons  vecteurs.  Ceci  pouvait 
se  voir  à  priori. 

A.  Pour  trouver  le  degré  de  la  courbe ,  nous  passerons  ,, 
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par  une  transformation  de  coordonnées,  aux  axes  rectan- 
gulaires. A  cet  effet ,  nous  posons , 

xz=  p cos »,  jr  zz:  p sin  w , 

en  prenant  pour  axe  des  abscisses  l'axe  polaire,  et  pour 
axe  des  coordonnées  une  perpendiculaire  à  Taxe  polaire 
élevée  par  l'origine. 

L'équation  développée  donne 

apsin»  —  6p(sin0cosb>  —  sinwcosO) 

=  a6(sin2oicosO —  cos2b»sin6); 
d'ailleurs 

^xjr  ixy  je*— j' 

Sin  2W  =  — ^  =  »  COS26>  =  -— — ;  ; 

on  a  donc ,  pour  équation  transformée , 

[fljr  —  ^  (j? sin  e -— ^cosô) ]  (x»  4- j') 
=  a^[ax/cosO —  (x*  — 7')sinÔ]. 

Ainsi  le  lieu  est  une  courbe  du  troisième  degré. 


SBGOmi  SOLUTION  01)  MÊME  PROBlilB. 


1 .  Une  considération  ingénieuse  a  ramené  la  recherche 
du  précédent  lieu  géométrique  à  une  question  de  tétrago- 
nométrie;  mais  on  peut  aussi  trouver  le  lieu  directement 
de  la  manière  suivante  : 

La  bissectrice  de  Tangle  AOB  est  évidemment  le  lieu  des 
centres.  Prenons  cette  bissectrice  pour  axe  des  x,  et  la 
droite  AB,  polaire  du  point  O,  pour  axe  des  y^  le  milieu  I 
de  AB  est  donc  Forigine  des  coordonnées. 

Soient  01  =  /j  AI  =  BI  =.y'  \  '  et  j^'  sont  des  quan- 
tités connues.  L'équation  de  la  conique  a  évidemment  la 
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forme  suivante  : 

r*  -h  C  j:»  4-  E X  —  ^  "  =  o. 
On  a 

2x>'  '-hEx— 2^''  =  o,     polaire  du  point  O , 
d'où 

Ona 

L  =  AE' —  BDE  4- CD' 4-F(B»— 4  AC)  =  Î2_!(_r  " -h  C/') , 

m=B'  — 4AC=— 4C, 
„       *       2AE-BD  E  r"        .     .     j 

'^=^=  Bn:4Âc-=-Ic  =  ~cr="'^"  a«cemre. 

Si  la  courbe  est  rapportée  au  centre,  a,  (3  étant  les 
coordonnées  du  foyer,  on  a 

P'  COS7  -h  ap  =  -î— p  COS7 

^  -  }  (  voir  tome  II ,  page  429)  ; 

a*  C0S7  -f-  aô  =  5_-  cos  7 


mais  Forigine  n'étant  pas  au  centre,  mais  en  I,  il  faut 
remplacer  a  par  a  -»-  X  ou  par  a ^j  et  Ton  obtient 

pteos7-h«p-^  =  ^cos7=-^        C/»  "^^^^ 

^,^^jeoS7-^ap.-P^^-==i^cos7=.^      C»/.      ^<^^»V' 
La  première  équation  donne 

r^'(.r^'cos7H-/p)    . 
"— r[cos7(P^-r'^)-h«p]' 

la  deuxième  donne 

_>-^»(P4-2gcos7-h/cos7) 

/a(p-haC0S7) 
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F^alatit  les  deux  valeurs  de  C  ,  on  obtient 

a(p/-f-/'*coS7)(6-+-acoS7) 
=r/(p-h2acoS7H-/coS7)(p*cos7-hap— r'»cos7), 

équation  du  troisième  degré. 

2.  Faisant  ce  =  o ,  on  trouve 

P  =  ±X'     et     p=— /COS7. 
Faisant  |3  =0 ,  on  a 

Ainsi  la  courbe  passe  par  les  points  O ,  A ,  B  ;  ce  qu  on 
pouvait  prévoir.  Car  le  système  des  droites  OA ,  OB  repré- 
sente une  conique  satisfaisant  à  la  question ,  et  dont  le 
centre  et  les  deux  foyers  sont  réunis  en  O;  de  même  la 
droite  AB  représente  une  ellipse  dont  le  centre  est  en  I . 
et  dont  les  deux  foyers  sont  en  A  et  B. 

3.  Faisant 

j"cos7-h/p  =  o,     p  +  2acos7+/cos7  =  o, 
on  obtient 

—  r'*cos7  x'^  —  '* 

p= — 7 — '     "=—?—■' 

c'est  le  foyer  de  la  parabole.  Ce  point  partage  la  courbe 
en  deux  parties  ;  Tune  renferme  les  foyers  des  hyperboles, 
et  l'autre  les  foyers  des  ellipses  dont  aucune  ne  peut  de- 
venir un  cercle ,  à  moins  que  y  ne  soit  un  angle  droit. 

4.  Développant  l'équation,  on  obtient,  après  avoir 
divisé  par  cos  y , 

/p(P»-h2apcoS7-+-a»)H-ap(/'— ^")4-COS7{/«p»-.a«r''.- 
—  ^r'MP  —  2acos7)  —  l^y ^cosy  =:  o. 

Les  deux  facteurs  de  |3'  -h  2  a/3  cos  y  -h  «•  étant  ima- 
ginaires ,  la  courbe  ne  peut  avoir  qu*une  asymptote  paral- 
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lèle  à  Taxe  des  a.  L'équation  de  celle  asympiole  est 


/'*cos7 


P=:- — - — '  {voir  Vannson,  tome  H,  page  Sgi). 

Si   Ton  fait  cos  7  =  0,  Tëquatiou  se  décompose  en 
/3  =  o,  et 

équation  d'un  cercle  •,  le  cercle  correspondant  aux  foyers 
des  hyperboles  et  la  droite  à  ceux  des  ellipses. 


•filONSTRATION  DE  QDELQDES  THÉORÈMES  •ALGÈBRE, 

Pae  m.  Abel  TRANSON. 


i .  Le  dernier  terme  d^une  suite  surpasse  le  premier,  de 
la  somme  de  toutes  les  différences  entre  deux  termes 
consécutifs. 

Ce  principe  évident  procure  la  démonstration  de  plu- 
sieurs résultats  utiles  (*). 

Soit 9  premièrement,  la  suite 

La  difiérence  entre  deux  termes  consécutifs 


étant  égale  à 


^  '  1.2 


(*)  Cette  identité  sert  de  base  au  calcul  aux  difTérences,  et  par  consé- 
quent à  la  sommation  des  suites  dont  it  va  être  question.  .  Tm. 
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il  suit  du  principe  énoncé  qu'on  a  la  relation 

^  \  ^  ^  1.2  I 

équation  où  l'on  représente  par  S^  la  somme  des  puis- 
sances p    des  nombres  naturels ,  depuis  l'unité  jusques 
et  y  compris  celle  de  ti  ,  ou  n^. 
Delà 

m  -t-  I  2  2.0  ffl- 

Au  lieu  déconsidérer  d'abord  les  sommes  des  puissance^ 
(m -h  i)  des  nombres  naturels,  on  aurait  pu  prendre  la 
puissances  des  termes  consécutifs  d'une  progression  arith- 
métique quelconque ,  et  l'on  aurait  trouvé  la  formule  par 
la  somme  des  puissances  des  termes  d'une  telle  progres- 
sion, que  M.  Lionnet  a  donnée  (Nout^elles  Annales, 
tome  I,  page  175),  et  qu'il  préfère,  avec  raison,  à  celle 
des  Traités  élémentaires  d'algèbre. 

On  peut  trouver  une  formule  beaucoup  plus  simple 
pour  les  sommes  de  puissances  impaires. 

2.  Considérons  la  suite 

La  différence  de  deux  termes  consécutifs  est 

_^.F,  ,    _       /n-f-i  ./n-hm  —  1 ,  1. 

=  2.x"^»|  (/w-hi)j:"H 5 x*-'-f-...    î 

d'où  il  suit,  toujours  en  vertu   du  même  principe  ei 
en  ayant  égard  à  la  relation  /x  (/i  -H  i)  =  2  Si , 

I .2.O. 

m  4-1. /w. m  —  i,m  —  2. m  —  3 


1.2.3.4.5 
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OU  bien 

J^emploie  ici ,  pour  abréger ,  la  notation  adoptée  par 
Kramp  pour  des  produits  de  facteurs  croissant  ou  décrois- 
sant en  progression  arithmétique ,  produits  que  ce  géo-^ 
mètre  appelle,  comme  on  sait,  des  facultés. 

D'après  cette  notation ,  on  a  en  général 

«(û  +  /i)(fl  +  2/i)...[a-+-(/i— i)A]=fl"l*; 

/  'exposant  n  de  la  faculté  indique  le  nombre  de  facteurs, 
comme  l'exposant  d'une  puissance ,  et  la  raison  h  peut 
être  positive  ou  négative.  Dans  le  cas  de  A  =  o ,  la  faculté 
devient  une  puissance. 

La  formule  (2)  présente,  comme  on  voit,  moitié  mojns 
de  termes  à  calculer  que  la  formule  (i)  j  et,  en  particu- 
lier, pour  m  =  I ,  elle  donne  tout  de  suite  le  résultat  si 
remarquable  et  d'ailleurs  bien  connu 

3.  Nombres  figurés.  La  somme  des  termes  delà  suite 
naturelle 

I,  2,  3,  4>  5,  6,  7,. . ., 

donne  lieu  à  la  suite  des  nombres  triangulaires 
I,  3,  6y   10,   i5,  21,  28,..., 

ainsi  nommés  parce  qu'on  peut  ranger  en  triangles  autant 
de  points  qu'ils  contiennent  d'unités.  En  ajoutant  les 
nombres  triangulaires,  on  forme  les  nombres  pyrami- 
flaiix 

1 ,  4  7    ' o  >  20 ,   35 ,  56 ,  84 , ...  ; 

Ann.  de  Mathémat. ,  t.  )X.  (Juillet  l85o.)  ly 
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suite  dont  chaque  terme  représente,  comme  on  sait,  le 
nombre  des  boulets  d'une  pile  triangulaire,  qui  a  pour  côté 
le  dernier  nombre  triangulaire  compris  dans  le  pyramidal 
que  l'on  considère.  Si  Ton  ajoute  les  nombres  pyrami- 
daux ,  on  a  une  nouvelle  suite ,  dont  on  peut ,  de  nouveau , 
additionner  les  termes;  et,  en  continuant  ainsi  indéfi- 
niment^ on  a  tous  les  nombres  figurés  (ceux  au  moins 
du  premier  ordre  qui  dépendent  de  la  pix>gression  natu- 
relle). 

Or  on  sait  qu'à  Taide  de  ces  nombres  on  peut  établir 
la  loi  du  binôme  à  exposant  entier  et  positif,  d'une  ma- 
nière certainement  plus  directe  et  au  moins  aussi  simple 
que  par  la  considération  des  combinaisons.  J'ose  dire  que 
cette  démonstration  du  binôme  qu'on  trouve  dans  les 
anciens  Traités  d'algèbre  mériterait  bien  d'être  plus 
connue  des  élèves.  Il  peut  donc  y  avoir  quelque  utilité  à 
montrer  combien  aisément  la  formule  des  nombre^}  figurés 
se  déduit  du  principe  énoncé  au  début  de  cet  article. 

Considérons  la  suite  de  facultés  du  second  ordre 
CI,    1.3,   2.3,   3.4f**>     ('î — i)n^  n[n-\~\). 

Comme  la  diflférence  de  deux  termes  consécutifs  est  égale 
au  double  du  facteur  qui  leur  est  commun,  on  a  immé- 
diatement 

ou  bien 


ce  qui  est  la  somme  des  nombres  naturels  jusqu'à  n,  ou< 
autrement ,  le  nombre  triangulaire  dont  le  côté  est  n. 
Considérons  de  nouveau  les  facultés  de  troisième  ordre 

O.I.2,     1.2.3,    2.3.4,..-,    (/i— l)/î(«4-l),    «>-hl)(/I-h2^. 

Comme  la  dillérence  de  deux  termes  consécutifs  est  égalr 
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à  trois  fois  le  produit  des  facteurs  qui  leur  sont  communs , 
on  en  conclura 

2^/i(/H-i)  = g , 

et,  par  conséquent, 

ce  qui  est  l'expression  du  nombre  pyramidal  dont  le  côté 
est  ra. 

Plus  généralement,  si  l'on  considère  les  facultés  du 
(m-hi)'*'"*  ordre,  c'est-à-dire  à  (/n  -h  i)  facteurs,  à  partir 
de  celle  dont  le  premier  facteur  est  zéro  et  qui  est  nulle, 
jusqu'à  la  (n  -h  i )'*"•' dont  le  premier  facteur  est  /i,  on 
verra  que  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  est 
égale  à  (m  -h  i)  fois  le  produit  des  m  facteurs  qui  leur 
sont  communs  ;  et  de  là ,  toujours  à  Taide  du  même  prin- 
cipe, 

/i(/ï-M)..   (rt-h/Ff  — i)= ^ — ^ i ^, 

'  m  -h  I 

et ,  par  conséquent , 

2«(/ï-hi)...(/ï-+-/w  —  i) /i./iH-i./g-ha...  (w-f-w)  ^ 
1.2.3.    .m  i.2.3.../w(/w-hi)        * 

ce  qui  est  la  formule  pour  le  nombre  figuré  du  (m  H-  i  )'*•"' 
orore. 

Note,  On  démontre  le  binôme  à  exposant  entier  né- 
gatif, de  la  même  manière  que  le  binôme  à  exposant 
entier  positif,  en  remplaçant  les  combinaisons  sans  ré- 
pétitions par  des  combinaisons  avec  répétitions^  de  sorte 
que  les  coefficients  sont  encore  des  nombres  figurés  ordi- 
naires. Lorsque  l'exposant  est  fractionnaire,  il  s'agit  de 
trouver  une  série  telle ,  qu'en  élevant  cette  série  à  une 
puissance  entière ,  on  obtienne  une  série  dont  les  coeffi- 

ï7- 
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cients  soient  des  nombres  figurés  *y  on  démontre  que  les 
coefficients  de  la  série  cherchée  sont  encore  des  nombres 
figurés f  mais  à  base  fractionnaire  :  c'est  TimmorteUe  dé- 
couverte de  Newton .  Tm  . 


SUR  IBS  POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  AIGÉRRIOUBS, 

Pak  m.  CBOQUET. 


i.  Considérons  ime  courbe  algébrique  quelconque; 
supposons  Torigine  des  coordonnées  placée  en  un  de  ses 

points ,  et  faisons  -  ==  t  :  l'équation  de  la  courbe  pourra 

être  mise  sous  cette  forme 

(i)  AH-Br-+-d:(C+D^-HE^*)H-...=  o. 

Je  représenterai ,  pour  abréger,  le  premier  membre  de 
cette  équation  par  F  (x,  t)  \  et  je  désignerai  par  a  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  au  point  pris  pour  origine, 
de  sorte  que  Ton  aura 

A  H- Bu  =  G. 

2.  Supposons  d'abord  que  le  coefficient  B  ne  soit  pas 
nul.  Si  Ton  fait  t  =  a  dans  F  (x,  t) ,  la  partie  indépen- 
dante de  X  sera  annulée.  Il  pourra  se  faire  que  les  multi- 
plicateuis  de  plusieurs  puissances  consécutives  de  x  soient 
aussi  rendus  nuls ,  mais  ils  ne  seront  pas  tous  zéro;  car, 
si  cela  était ,  le  polynôme  xF  (x,  t)  admettrait  le  facteur 
linéaire  y  —  ax.  Soit  x"  la  plus  faible  puissance  de  x 
dont  le  coefficient  n'est  pas  nul  quand  on  fait  £  =  a;  et 
soit  H  la  valeur  que  prend  alors  ce  coefficient.  Pour  t=a^ 
en  prenant  x  suffisamment  petit,  le  polynôme  F(x,  t) 
aura  le  signe  de  Hx".  Si  l'on  fait  /  =  a  -h  a ,  a  étant  uihp 
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qnanlitéquon  pourra  prendre  aussi  petite  qu'on  le  vou- 
dra j  la  quantité  Ah-  Bt  deviendra  Ba,  et  le  signe  de 
F(x,  t),  cpiand  on  prendra  x  suffisamment  petit,  sera 
celui  de  Ba.  Or  on  peut  disposer  du  signe  de  a,  de  ma- 
nière que  le  signe  de  Ba  soit  contraire  à  celui  de  H  or", 
quel  que  soit  d'ailleurs  le  signe  de  ;r^  et  quand  le  poly- 
nôme F  (x,  /)  a  des  signes  contraires  pour  f  =  a  et  pour 
t^^ia-k-a^  l'équation  F  (x,  f  )  =  o,  ou  l'équation  (i)  est 
vérifiée  par  une  valeur  réelle  de  t  comprise  entre  a  et 
a  +  a.  Il  suit  de  là  que ,  dans  le  cas  que  nous  examinons, 
la  courbe  a  des  points  dans  le  voisinage  de  Torigine ,  du 
côté  des  X  positifs  et  du  côté  des  x  négatifs. 

3.  Si  l'exposant  n  est  impair,  on  fera  prendre  des 
signes  contraires  aux  deux  termes  Hx"  et  Ba  en  prenant 
pour  a  des  signes  différents,  suivant  que  x  sera  positif  ou 
négatif;  ce  qui  prouve  que  la  courbe  existera  à  droite  et 
à  gauche  de  l'origine,  du  même  côté  de  sa  tangente. 

Si ,  au  contraire ,  Texposant  n  est  pair,  la  quantité  a 
devra  garder  un  signe  invariable  pour  que  le  signe  de  Ba 
soit  contraire  à  celui  de  Hx",  quand  on  supposera  succes- 
sivement X  positif  et  X  négatif.  Dans  ce  cas ,  la  courbe 
passe  à  l'origine  d'un  côté  à  l'autre  de  sa  tangente ,  et  elle 
a  par  conséquent  un  point  d'inflexion. 

4.  La  courbe  n'a  pas  plusieurs  branches  qui  passent  à 
l'origine  ;  car  la  dérivée  par  rapporta  t  de  l'équation  (i) 
est 

(2)  B-f-:p{D4-2E0-+- 

Elle  est  différente  de  zéro  pour  toutes  les  valeurs  suffi- 
samment petites  de  x;  par  conséquent,  pour  de  telles  va- 
leurs, l'équation  (i)  ne  peut  pas  être  vérifiée  par  deux 
valeurs  réelles  de  t  (*). 

(•)  Cette  démonstration   ne  prouve   pas   que  la   courbe   n'a  aucune 
branche  tangente  à  Taxe  des  y\  car,  pour  que  le  polynôme  (2)  conserve 


Digitized  by 


Google 


(    262    ) 

5«  L  exposant  n  indique  Tordre  du  contact  de  la  coarbe 
avec  sa  tangente  ;  car,  pour  £  =  a  ou  y  =  ax,  Tëquation 
x¥  (x^t)  An-^i  racines  nulles *,  d'où  il  suit  que  la  droite 
yzzzax  rencontre  la  courbe  en  n  -h  i  points  réunis  en  un 
seul. 

6.  Les  mêmes  conclusions  subsistent  en  supposant 
B  =  o ,  si  A  n'est  pas  nul ,  puisqu'on  peut  changer  dans 
les  raisonnements  x  en  j^  et  ^  en  x. 

7.  Examinons  itaaintenant  le  cas  où  Ton  a  à  la  fois 
A  =;  o,  R  =  o.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  dé- 
pend alors  d'une  équation  d'un  degré  supérieur  au  pre- 
mier. Soit  f  (t)  =  o  cette  équation;  de  sorte  que  Téqua- 
tion  (i)  sera 

{^)  xPff[t)-^xP'*-'^  (/)  H-...=  o. 

Soit  a  une  des  racines  réelles  de  Téquation  y  (t)  ='o  {*) , 
et  faisons  encore  dans  le  polynôme  F(x,  t),  f=a  et 
t  =  a-\'a.  Soit  H  x^  le  terme  de  plus  faible  puissance  de 
X  dans  le  résultat  qu'on  obtient  pour  t  =  a  ;  soit  h  la 
valeur  de  la  première  dérivée  de  f  (t)  qui  n'est  pas  ren- 
due nulle  par  t  =  a.  Si  r  est  l'ordre  de  cette  dérivée ,  lors- 
qu'on fera  t=i  a-k-  a^  le  polynôme  (p (r)  aura,  pour  de 
très-petites  valeurs  de  a,  le  signe  de  koTs  et  le  polynôme 
F  [Xy  t),  en  donnant  à  jr  des  valeurs  suffisamment  petites, 
aura  le  signe  de  kotTx^^ 

le  même  signe,  x  étant  très-petit,  il  faut  que  t  ne  croisse  pas  de  manière 
à  devenir  infini  pour  jc  =  o.  Mais  l'équation  de  la  courbe  peut  être  mise 
sous  cette  autre  forme, 

B -4- A  f -+-r  (e  H- D  - -4-C  ^  W  . . .  =  o. 

S'il  existe  des  branches  tangentes  à  l'axe  des  y^  il  faudra  que,  pour  des 

valeurs  suffisamment  petites  de^j  on  ait  des  valeurs  très-petites  de  -; 

or,  B  n'étant  pas  nul ,  Tcquation  ci-dessus  ne  peut  être  vérifiée  par  de 
telles  valeurs. 
(  ■  )  Si  ©  (i)  =0  n'a  pas  de  racines  réelles,  le  point  est  isolé. 
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Les  deux  termes  Hx^  eika'^x^*  auront  le  même  signe 
ou  des  signes  contraires  en  même  temps  que  ceux-ci 
Hx^^^  et  /ta''.  Or,  si  l'exposant  r  est  impair,  il  en  sera  des 
signes  de  ces  deux  termes ,  lors€{u^on  supposera  successi- 
vement xel  a  positifs  et  négatifs ,  comme  dans  le  cas  que 
nous  avons  considéré  plus  haut.  Donc  la  courbe  aura  en- 
core une  branche  tangente  à  la  droite  y  =  ax^  qui  s'éten- 
dra de  part  et  d'autre  de  l'origine ,  et  qui  sera  située  d'un 
seul  côté  de  la  tangente ,  ou  qui  passera  d'un  côté  à  l'autre 
de  cette  droite,  suivant  que  l'exposant  q — p  sera  un 
nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 

Si  la  courbe  a  plusieurs  branches  tangentes  à  l'origine 
à  la  droite  y  =  ax^  il  y  en  a  un  nombre  impair  d'un  côté 
et  de  l'autre  de  l'axe  des  jr  et  d'un  même  côté  de  la  tan- 
gente, lorsque  l'exposant  g — p  est  impair;  et  il  n'y  en 
a  aucune ,  ou  il  y  en  a  un  nombre  pair  de  part  et  d'autre 
de  Taxe  des  j,  et  de  l'autre  côté  de  la  tangente.  Lorsque 
l'exposant  q  —  p  est  pair,  les  branches  de  la  courbe  sont 
en  nombre  impair  dans  l'un  des  angles  de  la  tangente  avec 
l'axe  des  j  et  dans  son  opposé*,  et  il  n'y  en  a  aucune  ou  il 
y  en  a  un  nombre  pair  dans  chacun  des  deux  autres  angles 
opposés. 

Quand  l'exposant  ;•  est  pair  et  l'exposant  q  —  p  impair, 
les  deux  termes  Hx^^f"  et  ka''  ont  des  signes  contraires 
pour  un  signe  invariable  de  x,  et  des  valeurs  positives  ou 
n^atives  de  a  -,  ce  qui  prouve  que  la  courbe  a  deux  bran- 
ches tangentes  à  la  même  droite  jr  =  ax^  d'un  côté  et  de 
l'autre  de  cette  droite ,  et  situées  toutes  deux  du  côté  des  x 
positives,  ou  du  côté  des  x  négatives ^  de  sorte  qu'elles 
forment  un  rebroussement  de  première  espèce.  Si  la 
courbe  a  un  plus  grand  nombre  de  branches  tangentes  à 
la  droite  y  =  ax^  il  y  en  a  un  nombre  impair  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  tangente  d'un  côté  de  l'axe  desj^,  et  il  n'y 
en  a  aucune  ou  il  y  en  a  un  nombre  pair  au-dessus  et 
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au-dessous  de  la  tangente ,  de  Tautre  côté  de  Taxe  des  y. 

Quand  les  deux  exposants  ret  q  —  p  sont  pairs,  les 
signes  des  termes  Hor?'^  elkaf  sont  invariables.  Dans  ce 
cas ,  si  les  coefficients  H  et  A  ont  Icf  même  signe ,  l'origine 
peut  être  un  point  isolé  \  et  sMl  y  a  des  branches  de  la 
courbe  qui  passent  par  ce  point,  elles  ne  peuvent  être 
qu'en  nombre  pair  dans  chacun  des  quatre  angles  formés 
par  la  tangente  et  Taxe  des  j^.  Si  les  coefficients  H  et  %  ont 
des  signes  contraires ,  il  y  a  dans  chacun  de  ces  quatre 
angles  un  nombre  impair  de  branches  de  la  courbe. 

Dans  tous  les  cas ,  le  nombre  total  des  branches  de  la 
courbe  dans  les  quatre  angles  formés  par  la  tangente  et 
Taxe  des  j^  est  pair.  Celles  qui  sont  en  même  nombre  dans 
deux  angles  opposés,  ou  dans  deux  angles  adjacents  d'un 
même  côté  de  la  tangente ,  sont  les  continuations  les  unes 
des  autres  et  ne  peuvent  offrir  que  des  points  d'inflexion. 
Celles  qui  ne  se  continuent  pas  les  unes  les  autres  sont  en 
nombre  pair  et  forment  des  rebroussements.  Il  ne  peut  y 
avoir  ni  points  d'arrêt,  ni  points  angideux. 

8.  Le  nombre  des  branches  tangentes  à  la  droite  x==<>x, 
d'un  même  côté  de  Taxe  des  j^,  ne  peut  excéder  le  degré 
de  multiplicité  r  de  la  racine  a  de  Téquation  f  (f)  =  o; 
caria  dérivée  de  l'ordre  r  de  y(^)  ayant,  pour  t  =  ay 
une  valeur  k  différente  de  zéro,  la  dérivée  du  même 
ordre ,  par  rapport  à  t  de  Téquation  (3) ,  quand  on  y  fait 
t:=aelt  =  a±ay  garde  constamment  le  même  signe , 
et  ne  peut  devenir  nulle ,  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  j:  et  de  a.  Donc,  suivant  le  théorème  de  Rolle, 
l'équation  (3)  ne  peut  être  vérifiée  par  plus  de  r  valeurs 
réelles  de  t  comprises  entre  a  et  a  +  a ,  en  prenant  la 
valeur  de  a  suffisamment  petite. 
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soLirnw  M  u  «oisinn  223 

(voir  t.  fX,  p.  IM); 

Par  mm.  les  abbés  JULLIEN  et  CLAUDE, 

Professeurs  au  séminaire  de  Vais. 


1.  Définition.  a^^Oi^a^y  a^  étant  quatre  points  se 
succédant  dans  cet  ordre  sur  une  droite,  le  rapport  seg- 

men taire    '  ^'    '   '  est  nommé  rapport  anharmonique . 

2.  Lemme.  Un  faisceau  plan  de  quatre  droites  éunt 
coupé  par  deux  transversales ,  le  rapport  anharmonique 
formé  sur  Tune  des  transversales  est  égal  au  rapport  an- 
harmonique  formé  Fur  la  seconde  transversale. 

3.  Lemme,  a^y  a^ ,  £ia ,  a^  étant  quatre  points  se  succé- 
dant dans  cet  ordre ,  sur  une  droite,  et  de  même  &],  6a , 
^a  9  64  )  quatre  points  sur  une  autre  droite,  on  suppose  que 
les  deux  rapports  anharmoniqucs  sont  égaux.  Si  les  trois 
droites  a, £1,  a^h^^  as &,  passent  par  un  même  point,  la 
quatrième. droite  a,,b^  passera  aussi  par  ce  point. 

4.  Problème,  ai ,  a, ,  as  étant  trois  points  placés  sur 
une  droite;  b^^b^j  b^  étant  trois  autres  points  situés  sur 
une  autre  droite;  on  propose  de  placer  ces  deux  droites 
de  manière  que  les  trois  droites  ai  b^ ^  a^b^y  a^b^  passent 
par  le  même  point. 

Solution,  Par  un  point  quelconque  O,  menons  les 
trois  droites  Oai,  Oa,,  Oasj  surijïj  décrivons  un  seg- 
ment capable  de  Tangle  aiOas,  et  sur  /^s&s,  un  second 
segment  capable  de  FangleasOaa^  soit  O'  Fintersection 
des  deux  arcs.  On  pourra  placer  cette  seconde  figure 
sur  la  première,  dans  deux  positions  difl'érrnles  qui  résol- 
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vent  le  problème,  lequel  est  susceptible  d'une  infinité  de 
solutions. 

5.  Problème.  Quatre  points  a,,  At,  a,,  a^  sont  sur 
une  ligne  droite,  de  même  que  les  quatre  points  ij,  i,, 
ij,  b^]  on  propose  de  placer  les  deux  droites  de  telle 
sorte  que  les  quatre  droites  qui  réunissent  les  points  de 
même  indice  passent  par  le  même  point. 

Solution.  Si  les  rapports  anharmoniques  fournis  par 
les  deux  droites  ne  sont  pas  égaux ,  le  problème  est  im- 
possible; s'ils  sont  égaux,  on  place  les  droites  dans  une 
position  telle ,  que  les  droites  a^ &i,  a, b^ ,  a, b^  se  coupeut 
en  un  point  (problème  4)-  Alors,  la  droite  a^b^  passe 
aussi  par  ce  point  (lemme  3). 

6.  Question  223.  n  points  ai,  a»,  fl,,...,  a^  sont 
placés  sur  une  droite;  n  autres  points  fe,,  i,,.  . .,  A« 
sont  placés  sur  une  autre  droite  ;  dans  quel  cas  pourra- 
t-on  mettre  les  deux  droites  dans  une  telle  position ,  que 
les  lignes  de  jonction  fli  ftj ,  ûjfcj , . .  . ,  a„i„  convergent 
vers  le  même  point? 

Solution.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
que  quatre  points  successifs  de  la  ligae  des  a  donnent  le 
même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  points  cor- 
respondants de  la  ligne  des  b  (lemme  2).  Cette  condition 
étant  remplie ,  on  place  les  droites  de  telle  sorte ,  que  les 
droites  de  jonction  de  trois  points  consécutifs  de  la  ligne 
des  a  aux  points  correspondants  de  la  ligne  des  i,  conver- 
gent vers  le  même  point  (problème  4)]  les  autres  lignes 
de  jonction  convergeront  aussi  vers  ce  point  (lemme  3). 

Le  problème  admet  donc  une  infinité  de  solutions. 

Obseruation.  Lorsqu'un  segment  quelconque  de  h 
droite  des  a  divisé  par  le  segment'  correspondant  de  la 
droite  des  6,  donne  constamment  le  même  quotient,  les 
droites  de  jonction  sont  parallèles  et  le  centre  de  conver- 
gence est  à  l'infini. 
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Autrement,  Supposons  le  problème  résolu.  Soit  O  le 
centre  de  convergence  ;  menons  par  O  une  parallèle  à  la 
droite  des  b  rencontrant  la  droite  des  a  en  A ,  et  par  le 
même  point  O  une  parallèle  à  la  droite  des  a,  rencon- 
trant la  droite  des  &  en  B.  Le  produit  Aû^XBi^,  oùp  dé- 
signe un  indice  quelconque,  est  constant  (i^ozr  page  146); 
A  a  pour  correspondant  un  point  situé  à  Finfini  sur  la 
ligne  des  i ,  et  B  a  pour  correspondant  un  point  situé  à 
Tinfîni  sur  la  ligne  des  a.  Sans  mettre  les  droites  dans  une 
position  perspective,  prenons  sur  la  droite  des  a  un  point 
quelconque  A ,  et  déterminons  sur  la  droite  des  b  un  point  B 
tel,  que  l'on  ait 

A<l|.  B6,  =:  Aa,.  B62; 
ce  qui  est  possible,  puisqu'on  a  encore  l'équation  du  pre- 
mier degré 

B^î  —  B^,  =  6,6,. 
On  devra  avoir 

kop.  BbpZ=.  AOi.Bbi, 

(|uel  que  soit  p^  sans  cela  le  problème  est  impossible. 
Etant  donc  donné  un  point  a^  sur  la  ligne  des  a ,  on 
pourra  tracer,  à  Taide  des  points  A  et  B,  le  point  corres- 
pondant ir,  sans  avoir  besoin  de  mettre  les  droites  dans 
une  position  perspective;  si  ensuite  on  place  a^  sur  i^, 
les  droites  seront  dans  une  position  perspective. 

Si  Aflr  =  Bi^  et  si  Ton  pose  b^  sur  a^  et  B  sur  A,  les 
points  «1,  «s, . . . ,  a„ ,  il ,  ij , . . . ,  i„  sont  alors  dits  être 
en  inuolution ,  et  le  point  A  prend  le  nom  de  centre  tïin^ 
solution. 

Observation.  Les  segments  Aop  et  Bip  peuvent  être 
considérés  comme  des  coordonnées  d'une  hyperbole  rap- 
portée à  ses  asymptotes.  Ce  genre  de  problèmes  perspectifs 
se  ramène  à  des  problèmes  sur  cette  courbe  considérée 
relativement  à  ses  asymptotes  (*). 

(*)  C'est  aussi  la  théorie  des  points  réciproques;  nom  très-expressiC. 
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SUR  UN  ARTICLE  ADMTIONNKl  AU  FROfiRAHI  B'EXAin 
BADIISSION  A  L'ÉCOLE  P0L¥TBC1IN1(IIB,  EN  185*. 


Un  jeune  homme  consacre  les  plus  belles  années  de  sa 
jeunesse  à  faire  des  études  pénibles,  qui  le  plus  souvent 
lui  déplaisent,  afin  d'acquérir  un  état.  Dans  la  même 
intention ,  les  parents  dépensent  quelquefois  des  sommes 
si  considérables,  que,  s'ils  avaient  placé  ces  sommes  à 
fonds  perdus^  ils  auraient  souvent  assuré ,  à  leur  enfant, 
un  sort  plus  doux  que  celui  qui  l'attend.  Arrive  le  jour 
fatal.  Alors  un  juge,  armé  d'un  pouvoir  discrétionnaire, 
après'un  interrogatoire  de  soixante  à  quatre-vingt-dix  mi- 
nutes, peut  anéantir  d'un  seul  trait  de  plume,  au  moyen 
d'un  chiffre  nommé  coefficient ^  le  fruit  de  tant  d^années 
de  travail ,  de  tant  de  pénibles  sacrifices.  On  a  cherché  un 
remède  à  cette  redoutable  omnipotence  en  établissant  deux 
juges,  formant  deux  tribunaux  distincts,  entre  les  décisions 
desquels  il  faut  choisir;  mais,  quand  il  y  a  dissentiment, 
comment  choisir?  car,  selon  le  degré  d'instruction,  de 
perspicacité,  d'expérience  pédagogique  qui  ne  s'improvise 
pas,  le  juge  lui-même  aurait  besoin  d'être  coefficientéy  pour 
pouvoir  tarifer  son  jugement.  D'ailleurs,  souvent  l'exa- 
minateur du  matin ,  dispos,  affable,  bienveillant,  de  bon 
accueil ,  n'est  pas  le  même  homme  que  Texaminateur  du 
soir,  fatigué ,  ennuyé ,  impatienté  et  de  mauvaise  humeur. 
Tout  cela  rend  la  méthode  des  coefficients^  telle  qu'on 
l'applique  aux  examens  pour  l'Ecole  Polytechnique ,  très- 
chanceuse.  Le  mode  adopté  pour  l'École  de  Saint-Cyr  est 
plus  rationnel.  Un  premier  jury  d'épuration,  servant  pour 
ainsi  dire  de  crible,  facilite  beaucoup  le  travail  du  second 
jury  d'admission.  Ce  mode  a  encore  été  amélioré  pour 
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l'Ecole  Normale.  Tous  les  candidats  reconnus  admissibles 
par  le  premier  jury  se  rendent  à  Paris ,  où  siège  le  second 
jury.  Ce  mode  serait  très-praticable  pour  TÉcole  Polytech- 
nique (*),  et  ne  laisserait  rien  à  désirer,  surtout  si  l'on  ne 
s'en  tient  pas  seulement  au  résulut  actuel  de  Texàmen,  et 
si  l'on  s'enquiert  des  précédents  du  candidat;  car  on 
peut  avoir  montré  de  l'esprit  à  telle  heure  et  être  médiocre 
le  reste  de  la  journée.  Il  faudrait  prescrire  de  consulter 
les  notes  scolaires  de  l'élève  et  y  attacher  une  haute  im- 
portance. Une  telle  prescription,  si  elle  était  connue,  im- 
primerait aux  études  une  impulsion  continue.  Tel  serait 
le  moyen  de  diminuer,  d'atténuer  les  chances  d'erreurs  et 
d'injustices  involontaires,  qui  subsisteront  toujours ,  quoi 
qu'on  fasse,  vu  la  caducité  de  l'esprit  humain.  Qu'a-t-on 
fait?  Un  article  additionnel  ainsi  conçu  :  «  Les  matières 
»  des  épreuves  orales  seront  partagées  entre  les  deux  exa- 
»  minateurs  de  la  manière  suivante  :  L'un  des  examens 
M  portera  exclusivement  sur  l'arithmétique  et  Talgèbre , 
»  el  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie  ;  l'autre  sur 
»  la  géométrie ,  la  trigonométrie ,  la  géométrie  descriptive 
))  et  la  statique.  11  y  aura  un  intervalle  obligatoire  de 
»  quatre  jours  entre  les  deux  examens  d'un  même  can- 
n  didat.  »  [Moniteur du.  1 5  février  i85o,  page  1206,  y  co- 
lonne.) En  d'autres  termes,  il  y  aura  un  examinateur 
pour  les  mathématiques  élémentaires ,  faciles ,  et  un  autre 
pour  les  mathématiques  supérieures,  difficiles.  Ainsi ^  au 
lieu  d'avoir  deux  juges  différents  pour  la  même  cause , 
vous  aurez  deux  juges  différents  pour  deux  causes  diffé- 
rentes, et  ces  causes  ne  peuvent  avoir  la  même  valeur  coef- 
ficientelle  ;  car,  à  tout  prendre ,  il  est  plus  facile  de  savoir 


(*)  Les  frais  de  voya^^e,  selon  la  position  des  familles,  pourraient  être 
classés  parmi  les  dépenses  départementales. 
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les  choses  faciles  que  les  choses  difficiles.  Lorsqu'une 
cause  sera  déclarée  bonne  et  Tautre  mauvaise ,  comment 
opterez-vous?  Aux  incertitudes  signalées,  on  en  a  ajouté 
une  nouvelle ,  et  cela  s'appelle  perfectionnement.  C'est 
ainsi  qu'on  a  perfectionné  le  programme,  en  rayant  la 
théorie  la  plus  importante ,  celle  de  l'élimination ,  et  cela 
au  moment  où  cette  opération  est  devenue ,  par  la  mé- 
thode Sylvester,  d'une  extrême  facilité.  Si  ce  sont  là 
des  perfectionnements ,  qu'on  dise  comment  on  s'y  pren- 
drait ^VLV  déperfectionner  VY^coie^  On  va  nommer  unr 
Commission  pour  en  améliorer  les  études;  elle  sera, 
selon  Fusage,  composée  d'hommes  d'un  mérite  pratique 
qui  ont  fini  leurs  études ,  c'est-à-dire  qui  n'étudient  plus. 
Hélas! 

Huet,  le  célèbre  évêque  d'Avranches,  appartient  au 
siècle  où  les  savants,  parlant  très-peu  des  travailleurs, 
travaillaient  beaucoup.  Enfermé  dans  son  cabinet ,  lors- 
qu'on  venait  pour  affaires ,  ses  gens  répondaient  souvent  : 
Monseigneur  étudie.  Ce  qui  fit  dire  aux  diocésains: 
Quand  nous  donnera-t-on  un  éi^éque  qui  ait  fini  ses 
études?  Nous  dirons:  Quand  nous  donnera-t^on  une 
Commission  d'études  qui  nait  pas  fini  ses  études? 

P.  S,  La  Commission  est  nommée  [Moniteur,  1 1  juil- 
let) ;  Vutilité  y  domine,  les  sommités  mathématiques  sont 
exclues  :  mais,  par  contre ,  on  a  admis  un  professeur  qui 
a  imprimé  que  la  Mécanique  analytique  a  retardé  le  dé- 
veloppement de  la  science  des  machines  que  les  analystes 
Léonard  et  Daniel  ont  créée.  Bientôt  ils  vous  diront  que  la 
Géométrie  analytique  a  nui  aux  progrès  de  W Géodésie, 
et  que  la  Mécanique  céleste  a  arrêté  l'essor  de  V Astro- 
nomie, Félicitons-nous  donc  de  n'avoir  plus  ni  Descartes, 
niLagrange,  ni  Laplace^  individus  qui  enrayent  l'esprit 
humain ,  mais  qui  sont  heureusement  d'une  excessive 
rareté.  Confiée  désormais  à  une  population  de  savants 
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utilef,  la  gloire  întellectuelle  de  la  Franëe  ne  connaîtra 
plus  d'infranchissables  limites  (*). 


GORRBSroNDANGB. 


1 .  On  nous  a  adressé  un  moyen  élémentaire  de  déter- 
miner le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle.  Quoique 
ce  moyen  soit  très-bon,  nous  ne  l'insérons  pas  pour  deux 
raisons.  La  première  est  qu'on  peut  trouver  ce  centre 
très-élémentai remeut  et  immédiatement  par  le  théorème 
de  Guldin  5  théorème  dont  Legendre  fait  un  usage  implicite 
dans  la  recherche  de  l'aire  du  cône  tronqué.  La  seconde 
raison  est  qu'il  faut  ici  naturellement  faire  emploi  du 
calcul  intégral ,  dont  les  éléments  devraient  faire  partie  de 
renseignement  supérieur  des  collèges.  C'est  ce  que  voulait 
d'Alembert  il  y  a  plus  d'un  siècle,  et  c'est  ce  que  deman- 
dait Coriolis,  mort  directeur  des  études  à  l'École  Poly- 
technique, et  néanmoins,  chose  singulière,  s' occupant  et 
s^enquérant  des  études.  Cependant,  rien  n'y  fera.  On 
persistera  indéfiniment,  par  un  double  tour  de  gobelet,  à 
escamoter  les  difîérentielles  à  l'aide  dé  la  lettre  grecque  e, 
et  à  escamoter  les  intégrales  au  moyen  de  la  même  lettre, 
précédée  du  mot  limite. 

2.  M.  l'abbé  JuUien  donne  une  seconde  solution  de  la 
question  494  (t'oirpage  172)^  elle  consiste  à  exprimer 
Faire  du  polygone  en  fonction  des  coordonnées  des  som- 


:  '  )  On  parle  d'une  nouvelle  disposition  d'examen;  n'étant  pas  dans  le 
Moniteur,  le  ne  puis  en  admettre  ni  la  légalité,  ni  même  Tauthenticlté. 
Les  auteurs  de  cette  disposition  subreptice,  si  elle  existe,  assumeraient 
sur  eux  une  grave  responsabilité,  et  même  les  examinateurs,  s'ils  s'y 
conformaient. 
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mets,  et  ensuite  ces  coordonnées  en  fonction  des  données 
de  la  question. 

3.  M.  Loxhay  (de  Bruxelles)  donne  une  troisième  solu- 
tion de  la  question  219  (voir  page  206)  *,  il  coupe  les  deux 
tétraèdres  par  un  plan ,  obtient  un  hexagone,  et ,  à  Taide 
de  Thexagramme  de  Pascal,  il  vérifie  analytiquement 
que  l'hexagone  est  inscriptible  dans  une  conique.  On 
pourrait  de  même  vérifier  le  théorème  220 ,  à  Taide  de 
rhexagramme  de  Brîanchon.  Ces  méthodes  indirectes  ne 
doivent  être  admises  que  provisoirement. 

Le  même  géomètre  a  adressé  une  solution  de  la  ques- 
tion 21 7  ;  elle  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  qu^on 
lit  page  21 5. 

4.  M.  l'abbé  Lecointe  (séminaire  de  Vais),  M.  Ploîx 
(de  Versailles) ,  et  M.  le  professeur  Vachette  (Paris),  ont 
résolu  la  question  226  par  la  théorie  des  sections  angu- 
laires-, solution  donnée  page  233. 

5.  M.  dePistoris,  capitaine  d'artillerie,  donne  une 
seconde  démonstration  du  théorème  de  M.  Strebor  sur 
les  paraboles  homofocales  par  les  polaires  réciproques.  On 
prend  pour  conique  directric?  un  cercle,  ayant  son  centre 
au  foyer  commun  des  paraboles  ;  les  polaires  réciproques 
de  celles-ci  seront  aussi  des  cercles  passant  par  le  foyer 
commun.  La  démonstration  s'achève  facilement  [voir 
tome  Vin ,  page  297  )  ;  cette  démonstration  est  accom- 
pagnée de  ce  théorème  :  Si  l'on  prend  sur  la  ligne  des 
centres  de  deux  cercles  deux  points  équidistants  de 
l'axe  radical,  et  quon  les  joigne  à  l'un  des  points 
d'intersection f  les  cordes  totales  interceptées  parles 
deux  circonférences  sont,  égales. 


Digitized  by 


Google 


(.73) 


RAYON  n  GOIIRBIIRB  HUNE  GONIQIIB; 

Par  m.  Emile  FAUCON, 

Élève  du  lycée  Charlemagne  (division  de  M.  Catalan}. 


Théorème.  On  prolonge  le  rayon  de  courbure  d'une 
conique^  à  F  extérieur,  d'une  longueur  égale  à  ce  rayon  ; 
le  cercle  décrit  sur  le  prolongement  comme  diamètre 
coupe  orthogonalement  le  lieu  géométrique  du  sommet 
de  l'angle  droit  circonscrit  à  la  même  conique. 

(Steiner.) 

On  déduit,  de  ce  théorème  démontré  par  M.  Edmond 
Ploix  (page  Sg),  un  moyen  très-simple  de  déterminer  le 
rayon  de  courbure  d'une  conique  en  un  point  donné  sur 
cette  conique. 

Je  conserve  les  notations  de  M.  Ploix.  Déplus^  je  désigne 
par  R  et  S  les  points  où  la  normale  en  A  rencontre  le 
cercle  de  rayon  \/a'-l-  i',  M  étant  l'extrémité  du  prolon- 
gement du  rayon  de  courbure  en  A*,  et  je  dis  que  les 
quatre  points  R,  A,  S,  M  sont  quatre  points  harmo- 
niques. 


En  effet , 


et 
donc 


RO,SO=:GO 
AO=:GO; 

RO.SO  =  ÂÔ' 


Le  point  M,  étant  le  conjugué  harmonique  de  A  par  rap- 
port à  R  et  S ,  se  déterminera  facilement;  par  suite,  on 
connaîtra  AM. 

Ann,  de  Mathémat.,  l.  IX.  (Juillet  i85o.)  ^8 
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SUR  LE  FAISCBAU  lE  NOftMALIS  A  IINB  LIfiNB  PLANE  ET 
A  UNE  SURFACE  ALGÊRRIQUE; 

D'après  lb  rév.  George  SâLMON. 
{The  Cambridge  and  Dublin  maihemaiical  Journal;  février  1848,  p.  4^' 


1.  Théorème.  Par  un  point  donnée  on  peut  mener 
au  plus  w*  normales  à  une  courbe  algébrique  de  degré  n 
et  au  plus  »'  —  /i*  -+-  n  normales  à  une  surface  algé- 
brique de  degré  n. 

Démonstration.  Lignes.  Supposons  que  le  point  soit 
situé  à  rinfini  \  pour  une  direction  donnée,  le  faisceau  sera 
formé  de  »■ —  n  normales,  autant  qu'il  y  a  de  tangentes 
parallèles  :  de  plus,  la  courbe  a ,  généralement  parlant,  n 
asymptotes ,  dont  les  normales  correspondantes  sont  si- 
tuées à  Vinfini ,  et  par  conséquent  aussi  leurs  points  d'in- 
tersection^ le  nombre  des  normales  partant  d'un  point 
placé  à  Finfini  est  donc  n*  —  »  -f-  n  =  /i*.  Mais  ce  nom- 
bre doit  rester  le  même,  quel  que  soit  le  centre  du  fais- 
ceau-, donc,  etc. 

Surfaces.  Soit  encore  le  point  situé  à  Finfini.  Le  fais- 
ceau aura  d'abord  n[n —  i)*  normales,  autant  qu'il  y  a  de 
plans  tangents  parallèles  ;  ensuite  tous  les  points  k  Fin> 
fini  peuvent  être  considérés  comme  formés  par  Fintcrsec* 
tion  d'un  plan  à  l'infini  avec  la  surface  ;  les  normales  a 
cette  section  sont  aussi  normales  à  la  surface;  le  nombre 
des  normales  à  cette  surface  plane ,  menée  par  un  point . 
est  n';  donc  le  nombre  total  des  normales  est 

Obsen^ation,  Ces  nombres  sont  des  limites.  Lorsque  h 
courbe  a  des  points  multiples ,  des  points  d'inflexion ,  ou 
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bien  lorsque  la  courbe  est  parabolique,  le  nombre  des 
tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  est  diminué, 
de  même  que  le  nombre  des  normales  parallèles.  11  en 
est  de  même  lorsque  le  centre  du  faisceau  est  un  point 
singulier  de  la  courbe. 

Observation,  On  trouve  une  démonstration  analytique 
de  ce  même  théorème  dans  le  Journal  de  M.  Liouville 
(tome  IV,  page  175,  iSSg)  \  la  démonstration  actuelle  est 
une  bonne  vérification.  L'eût-on  adoptée  avec  confiance  de 
prime  abord?  Le  passage  de  l'infini  au  fini  présente  beau- 
coup moins  de  certitude  que  le  passage  dans  la  direction 
opposée. 

2.  Soient  F  { j:,  j^)  =  o,  l'équation  de  la  courbe  de  de- 
gré n\  P  et  Q  les  dérivées  du  premier  membre  par  rapport 
à  X  et  par  rapport  ky\  Pj ,  Qj  les  valeurs  de  P  et  de  Q 
pour  un  point  [x^^ji)  de  la  courbe.  Prenant  Torigine 
pour  centre  d'un  faisceau  normal,  Féquation  de  cette 
normale  est 

jP,  — a:Q,  =  o; 

Pi,  Qi  se  rapportent  au  point  où  la  normale  coupe  la 
courbe,  et  on  a  les  deux  équations  simultanées 

(a)  F(jr„j,)  =  o,     j.Pj— .J7,Q,  =  0, 

qui  ont  n*  solutions  communes.  On  a  donc  n*  systèmes 
d'équation 

/Pr--JcQr  =  0, 

r  ayant  toutes  les  valeurs  de  i  à  w*.  Le  produit  de  ces  équa- 
tions présente  le  système  du  faisceau  normal;  dans  ce  cas, 
les  fonctions  P^,  Q^  disparaissent,  car  ce  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  valeurs  communes  au  système  d'é- 
quations [a)  5  ce  produit  est  donc  une  fonction  entière  de 
degré  n*.  Soit  L  ce  produit^  L  =  o  représente  une  ligne 
de  l'ordre  n*  qui  coupe  la  courbe  en  n*  points.  Or  w*  de 
ces  points  où  les   normales  rencontrent  rectangulaire- 

18. 
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mcîiit,  sont  sur  une  ligne  d'oi-dre  n-^  il  s'ensuit  que  les 
//'* — /i*  autres  points  où  les  normales  coupent  oblique- 
ment sont  sur  une  ligne  d'ordre  n* —  n. 


OURSTMN  1  BB  M.  STREBOR 

(TOir  t.  IX,  p.  181). 

Par  m.  J.  LEFÈVRE  (de  Soissons), 
Él.ève  de  M.  Watelet. 


Problème.  Soient  X,  Y,  ileux  points  pris  sur  les  pro- 
longements des  axes  d^une  ellipse  dont  le  centre  est  O , 
tels  que ,  si  P  ef  Q  sont  respectii^ement  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par^  et  Y,  les  angles  OXP, 
OYQ  soient  égaux*  Troui^er  la  courbe,  lieu  du  point 
dont  OX ,  OY  sont  les  coordonnées. 

Solution,  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  axes 
de  l'ellipse,  faisons  OX  =  a:,  OY=j^,  et  appelons  x\ 
y\  x",  j^",  les  coordonnées  des  points  de  contact  P  et  Q. 
Puisque  les  points  P  et  Q  sont  sur  Tellipse,  nous  aurons 
les  deux  équations 

(l)  ay-^*'x''=rfl»^% 

Mais  la  longueur  OX  est  Fabscisse  du  point  où  la  tan- 
gente PX  rencontre  Taxe  des  x,  de  mêmeOY  est  TordonncH' 
du  point  où  la  tangente  QY  coupe  Taxe  des  j' ;  donc 


(3) 

a' 

(4) 

D'ailleurs, 

puisque 

les 

angles  OXP. 

OYQ 

doivent 

èm- 
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égaux ,  on  a 

(5) 

( 

277   ) 

. 

a'- y 

~  b'x" 

Eliminant  x' 
trouve 

.y, 

a' 

x",y' 
x'—b' 

'  entre 
/'  =  a» 

les 

—  b 

cinq 

éc[uations , 

on 

Ainsi  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole,  qui  se  réduit  à 
deux  droites,  lorsque  l'ellipse  devient  un  cercle.  Lorsque? 
est  à  l'extrémité  d'un  axe,  Q  est  à  l'extrémité  de  l'autre 
axe ,  et  OX ,  OY  sont  infinis.  On  peut  donc  prévoir  à 
priori  que  le  lieu  cherché  est  une  courbe  infinie. 

P  et  Q  se  confondent  à  l'extrémité  du  diamètre  de  Fel- 
lipse  donnée  par  l'équation 

b' 
et  dans  l'hyperbole  de  ci-dessus,  on  a  alors 

Observation.  Si  l'on  remplace  -h  6*  par  —  />%  la  co- 
nique donnée  devient  une  hypcrboh^  et  le  licni  cherrhé 
une  ellipse  donnée  par  V équation 

a\v^-{'b^X^=a*—  b*; 

ellipse  réelles!  û>é,  et  imaginaire  si  a<;ft;  pourrt  =  /;, 
l'ellipse  se  réduit  à  un  point. 

Observation.  M.  l'abbé  Manganotti  (séminaire  d(* 
Vais)  résout  le  même  problème  et  ajoute  que,  si  l'on 
donne  une  parabole ,  et  qu'au  lieu  des  axes  OX ,  OY,  on 
«onsidère  l'axe  de  la  parabole  et  la  tangente  menée  an 
sommet,  on  trouve,  pour  l'équation  du  lieu  , 

.— ©'■ 

hyperbole  cubique. 
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BEDX  THÉORÈIES  SUR  LES  AIRES  DU  TRIANGLE  REGTILI6NB 
ET  SPHÈRIQUE. 


i .  Soient  a ,  &  ,  c  les  côtés  ^  A ,  B ,  C  les  angles  ;  p  le 
demi-périmètre  5  S  Taire  d'un  triangle ,  soit  rectiligne, 
soit  sphérique  :  dans  ce  dernier  cas ,  S  désigne  Texcès 
sphérique. 

2.   I"  Théorème. 

III  • 

p^  tang  -  A  tang  -  B  tang  -  C  =  S. 

1^  Théorème. 

ï»  '«  ^  ^  -S        I  1,        I 

sin'/?  tang  -  A  tang  -  B  tang  -  C  =  a  sm  -  cos  -  a  cos  -  0  ces  -  c. 

2  2  2  2222 

Observation.  Ces  deux  théorèmes  étant  très-faciles  à 
établir  de  diverses  manières ,  on  n'en  insérera  pas  les 
démonstrations  ;  mais  on  demande  comment  on  passe  du 
second  théorème  au  premier,  que  j'ai  trouvé  dans  un 
programme  de  TUniversité  de  Dublin. 


NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  STURH; 

Par  m.   MOURGUES, 

Professeur  h  Marseille . 


Un  lemme  de  ce  théorème  a  pour  énoncé  : 

Si  a  est  une  racine  def(x)  =  o^f(x)  etf  [x)  offrent 

une  variation  pourx  =  a  —  h  et  une  permanence  pour 

x=  a-\'h. 

En  modifiant  légèrement  la  démonstration  ordinaire , 
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on  la  rend   applicable  au  cas  où  a  est  une  racine  mul- 
tiple. 

Effectivement 

/{a  -h  2h)-/(a  -¥-h)=  kf'{a  -f-  h)  ^  ^/"  («  -+-  A). . .  . 

Or, y*{a)  étant  nul,  on  peut  donner  à  2A  une  valeur 
assez  petite  pour  que/* (a:)  varie  en  grandeur  dans  un 
même  sens  dea:=a  —  2Aà  jc  =  a,  comme  de  a:  =  a  à 
x=  a  -f-  2A. 

Les  signes  des  premiers  membres  sont  donc  ceux  de 
f[a —  2/1)  ety(a-f-  2/1),  et,  par  suite,  ceux  dey( a  —  1i) 
^if[a  -\-h) .  Bailleurs  les  signes  des  seconds  membres  sont 
ceux  de  — /'  (a  —  h)  et  /"'  (a -h  A)  5  doncy(a  —  h)  et 
/'  [a — h)  sontde  signes  contraires,  Qlf{a  -h  h)  eif'(a  -h  A) 
sont  de  même  signe,  que  a  soit  une  racine  simple  ou  mul- 
tiple. 

Corollaire.  Il  en  sera  de  même  pour'^-^  ef^-T-r»  9  M 

désignant  un  polynôme  qui  ne  s'évanouit,  ni  pour 
x=  a  —  /i ,  ni  pour  x  =  a  -f-  A ,  puisqu'on  ne  fera  ainsi 
que  multiplier  en  même  temps /(jtr)  eij^(x)  par  un 
nombre  positif  ou  négatif. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  135 

(voir  t.  IX,  p.  SI); 

Pae  m.  Salli^  DELAœDRE, 
Élève  (institution  Mage). 


Quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  côtés  d'un 
triangle  isocèle  et  la  base  pour  que  la  bissectrice  de  l'angle 
à  la  base  ait  un  rapport  donné  ai^ec  le  côté  du  triangle  ? 
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Soient  ABC  un  triangle  isocèle ,  BD  la  bissectrice  de 
Tangle  à  la  base.  Faisons^ 

il  doit  exister  entre  la  bissectrice  et  le  côté  b  un  rapport 
donné  m.  Je  pose  ^  =  m, 

AD  =  A,     DC  =  /. 

Quand  on  mène  la  bissectrice  d'un  triangle,  on  sait 
(Blanchet,  livre  II)  que  le  produit  des  côtés  qui  com- 
prennent r  angle  est  égal  au  produit  des  segments  déter- 
minés par  la  bissectrice  sur  le  côté  opposé ,  augmenté  du 
carré  de  la  bissectrice  5  donc  on  aura 

ab  =  €'-+-  hl. 

Or,  d'après  une  seconde  propriété  de  la  bissectrice , 

.  .  h      b 

b^ 
h-\-  l  =  bi   donc    A  = r-.  En  substituant  dans  1  e- 

'  a-hb 

galité  ci-dessus  les  valeurs  des  segments  A,  /,  et  remar- 
quant que  c  =  bm ,  on  aura 

ab  =  6'/w*4-  j- --9 

{b-hay 

a[a^  -\-  7.ab)  z=z  bm^  {a  -k-  6)'; 
relation  cherchée. 
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PROPRIÉTÉS  DBS  ASYMPTOTES  DE  LHYPERROLE: 

Par  m.  Salle  DELACODRE, 

ÉlèTe  (  ingtitution  Mage  ) . 


i^.  Si 9  du  foyer,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
l'asymptote ,  cette  perpendiculaire  rencontre  la  directrice 
au  même  point  que  l'asymptote. 

Q?.  La  partie  de  la  parallèle  à  une  asymptote  menée  par 
un  point  de  la  courbe  et  terminée  à  la  directrice ,  est  égaler 
au  rayon  focal  qui  passe  parce  point. 

3^.  Si ,  d'un  point  extérieur ,  on  mène  deux  tangentes 
et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  d'une  asymp< 
tote,  de  même  si  l'on  prolonge  la  corde  de  contact  jusqu'à 
la  rencontre  de  la  même  asymptote ,  le  point  d'intersection 
de  la  corde  de  contact  avec  l'asymptote  est  au  milieu  des 
deux  précédents  points  de  rencontre.    . 

Observation,  La  projection  perspective  donne  un  théo- 
rème général. 

4^.  Si ,  sur  une  corde  de  l'hyperbole  comme  diagonale , 
on  construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés  soient  pa- 
rallèles aux  asymptotes,  l'autre  diagonale  passe  parle 
centre. 

Note.  On  n'admettra  que  des  solutions  géométriques 
et  sans  figures^  de  préférence  celles  qui  sont  déduites  de 
théorèmes  généraux  connus. 
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«RAND  GONGOIIRS  DE  185* 

(TOir  t.  VIII,  p.  SIS). 


QUESTIONS    PROPOSÉES. 

Mathématiques  supérieures. 

Etant  donoés  deux  axes  fixes  ox,  oy-^  autour  d'uu 
point  fixe  P ,  pris  dans  le  plan  de  ces  axes ,  on  fait  tourner 
un  angle  aVb  àe  grandeur  donnée  et  constante  [a  mar- 
quant le  point  où  Tun  des  côtés  de  l'angle  va  couper 
l'axe  ox,  et  J  le  point  où  l'autre  côté  va  couper  l'autre 
axecy^). 

On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  l'axe  ox  un 
point  fixe  A  et  sur  l'axe  oy  un  point  fixe  B  ,  tels  que  \v 
produit  du  segment  A  a  par  BJ  reste  constant  pour 
toutes  les  positions  de  l'angle. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  axes  ox  et  oy 
coïncident. 

Mathématiques  élémentaires, 

i*"®  Question.  Par  le  point  P  de  deux  circonférences 
qui  se  coupent,  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui 
rencontrent  la  ligne  des  centres  en  a  et  a',  et  les  deux 
circonférences  en  t,  c  et  b\  c'.  Il  s'agit  de  démontrer 
qu'on  a  toujours  la  relation 

ab  _a'b' 
ac        a*  c' 

2*"  Question,  Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  et 
deux  lignes  de  longueurs  constantes  X  et  jix^  on  prend  sur 
la  direction  de  AB  un  point  quelconque  M  qu'on  regarde 
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comme  le  centre  d'un  cercle  décrit  d'un  rayon  R ,  déter- 
miné par  la  relation 

R.AB  =  X.AM-hpi.BM. 

On  demande  de  prouver  que  les  différents  cercles ,  ainsi 
décrits  pour  les  différents  points  M  de  la  droite  AB,  sont 
tous  tangents  à  deux  mêmes  droites  fixes. 

Note.  La  question  supérieure,  se  ramenant  à  des  lieux 
géométriques )  très-connus,  est  trop  facile.  La  considéra- 
tion de  Tinfini  donne  immédiatement  les  points  fixes  cher- 
chés; toujours  de  la  géométrie  plane,  toujours  au  rez- 
de-chaussée  ! 

Les  questions  élémentaires  sont  bien  choisies ,  surtout 
la  seconde. 

Nous  n'insérerons  que  des  solutions  données  par  des 
élèves;  de  préférence  celles  qui  s'appuient  sur  des  théo- 
rèmes généraux  et  dont  la  rédaction  soit  assez  claire  pour 
qu'on  puisse  se  passer  de  figures. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES  PLANES. 


1 .  Deux  courbes  algébriques  planes  se  coupent  en  un 
nombre  de  points  égal  au  produit  des  deux  nombres  in- 
diquant les  degrés  des  courbes. 

Obsen^ation.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  on  suppose  une 
courbe  de  degré  n, 

2.  JTiéorème  segmenteùre  de  Newton,  Par  un  point  O 
pris  dans  le  plan  de  la  courbe,  on  mène  deux  transver- 
sales de  directions  données.  Chaque  transversale  forme  n 
segments  à  compter  du  point  O.  Le  produit  des  segments 
formés  par  la  transversale  de  la  première  direction ,  di- 
visé par  le  produit  de  la  transversale  de  la  seconde  direc- 
tion, donne  un  quotient  constant  quel  que  soit  le  point  O. 
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Démonstration,  voir  tome  III ,  pages  4 <  6  et  5 1  o. 

3.  JThéorème  segmentaire  de  Caniot.  Soit  uii  poly- 
gone de;;  côtés  tracé  dans  le  plan  de  la  courbe^  soient 
x\] ,  Aa ,  As ,  . . ,  Ap  les  sommets  consécutifs  du  polygone. 
Considérant  Aj,  A, ,  As , .  •  •  î  ^^  successivement  comme 
des  points  fixes ,  les  sécantes  AiAj,  AsAj,...,  Ap__i  A,, 
formeront  chacune  n  segments  et  en  tout  pn  segments: 
relativement  aux  points  fixes  Ai,  A^,  Ap_i, . . . ,  A^  et  aux 
sécantes  AiAp,  A^A^^i,  A^^j  A^^j , . . . ,  AjAj^  on  aura 
mn  autres  segments  ;  le  produit  des  mn  premiers  seg- 
ments est  égal  au  produit  des  mn  seconds  segments. 

Démonstration ,  voir  tome  IV,  page  526. 

4.  Théorème  segmentaire  général.  Parle  point  O  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  et  non  sur  la  courbe ,  on  mène 
une  transversale  formant  en  O  des  segments  en  nom- 
bre n.  Soit  F„-l- F„«, -hF^ . . .  -I-F1-+-F0  =  o  l'équation  do 
la  courbe;  F^  désigne  une  fonction  homogène  entière  de 
degré  r,  entre  les  coordonnées  de  la  courbe  ;  soient  Sr  la 
combinaison  des  n  segments  pris  r  à  /';  Q  un  point  pris  sur 
la  transversale  et  déterminé  de  manière  qu^en  faisant 
OQ  =  ^,  on  ait  la  relation 

a*i  ^«-«y"  -H  «w-i  Jn-^-Hi  7"*'"'  -H  afli~2^n-«-»-ï  </"^*  4- .  .  .  a,  .ç„  =  o , 

OÙ  a^ ,  a„_i , .  .  . ,  «0  sont  des  constantes  données  et  où  ni 
ne  surpasse  pas  n  ;  le  lieu  géométrique  du  point  g  est 
donné  par  Féquation 

^m^m  —  a«,^.  F«_,  -h  a^_,  Fm_3-H  ...-+-  ao  (—  i)"  Fo  =  o. 

Démonstration .  La  même  que  pour  les  surfaces  et  sera 
donnée  plus  loin . 

5.  Théorème  segmentaire  général.  Mêmes  données 
que  dans  le  théorème  précédent;  mais  la  relation  seg- 
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meu taire  est  celle-ci  : 

(fi  —  m  -^  i)  (n  —  /IÎ  +  2) 
1.2 

Le  lieu  du  point  Q  est  représenté  par  Téquation 

-) _ j^^  —  o. 

I .3.3. . .m 

Corollaire.  Les  diamètres  de  Newton  et  la  collinéa- 
lion  des  centres  harmoniques  de  Cotes  et  Mac-Laurin . 

Démonstration,  La  même  que  pour  les  surfaces  et  sera 
donnée  plus  loin. 

6.  Premier  théorème  de  Ne%vton  sur  les  asymptotes. 
Les  n  asymptotes  coupent  la  corde  en  n[n  —  2)  points 
situés  sur  une  ligne  de  degré  n  —  2. 

Démonstration  y  voiriouie  \U,  pages  385  et  4^2. 

7.  Second  théorème  de  Newton  sur  les  asymptotes. 
Les  n  asymptotes  rencontrent  une  transversale  en  n  points 
dont  le  centre  de  moyenne  dislance  est  le  même  que  le 
centre  de  moyenne  distance  des  n  points  d'intersection  de 
la  courbe  avec  la  transversale  (voir  ibid,). 

8.  Théorème  segmentaire  de  Mao-Laurin  sur  les  tan- 
gentes.  Par  un  point  O  menons  deux  transversales  ;  par 
les  n  points  d'intersection  de  la  première  transversale, 
menons  n  tangentes  qui  rencontrent  en  n  points  la  seconde 
transversale-,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  ces 
«  points  de  rencontre  pris  par  rapport  au  point  O,  est  le 
même  que  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  n 
points  d'intersection  de  la  seconde  transversale  avec  la 
courbe,  et  pris  aussi  par  rapport  au  point  O. 

Démonstration,  Il  suffit  d'appliquer  la  méthode  per- 
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spective  au  théorème  précédent^  nous  verrons  d'ailleurs 
que  ce  théorème  est  Fénoncé  géométrique  d'un  théorème 
analytique  d'Euler  généralisé  par  M.  Jacobi. 

Observation.  Lorsque  la  seconde  transversale  ne  ren- 
contre pas  la  courbe,  le  théorème  subsiste  encore;  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  n  points  d'inter- 
section des  n  tangentes  avec  la  seconde  transversale  est 
donné  par  F  intersection  de  cette  transversale  avec  la 
droite  des  centres  harmoniques. 

9.  Théorème  de  M.  Poncelet  sur  le  faisceau  tan- 
gentiel.  Un  faisceau  de  tangentes  partant  d'un  point 
touche  la  courbe  en  n[n  —  i)  points,  et  ces  n[n — i) 
points  de  contact  sont  sur  une  ligne  de  degré  n — i. 
nommée  première  polaire  du  sommet  du  faisceau. 

Démonstration  y  i;o«r  tome  Vil ,  page  3ii. 

Corollaires,  i^.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe,  on 
ne  peut  mener  que  n{n  —  i)  —  2  tangentes;  car  la  tan- 
gente en  ce  point  compte  pour  deux  tangentes  dirigées 
en  sens  opposés.  • 

2^.  On  ne  peut  mener  que  n^^n  —  i)  —  a  tangentes 
parallèles  à  une  asymptote;  car  cette  asymptote  compte 
pour  deux  tangentes. 

3**.  On  ne  peut  mener  que  n[n  —  1)  —  2  tangentes 
parallèles  à  une  tangente  dont  le  point  de  contact  est  un 
point  d'inflexion;  car  cette  tangente  est  double. 

4^.  Par  un  point  d'inflexion  on  ne  peut  mener  que 
n(n — i)  —  3  tangentes;  car  cette  tangente  au  point  d'in- 
flexion compte  pour  trois, 

10.  Théorème  de  MM.  CajU^  et  Joachitnsthal  sw 
le  faisceau  tangentiel.  Le  faisceau  de  tangentes  partant 
d'un  point  coupe  la  courbe  en  n[n  —  i)(i  —  2)  points 
situés  sur  une  ligne  de  degré  [n  —  i)  [n  —  2);  cette 
courbe  et  celle  des  points  de  contact  ont  (/i  —  i)  [n  —  a  > 
tangentes  communes  passant  par  le  sommet  du  faisceau. 


Digitized  by 


Google 


(  »87  ) 

Démonstration,  t;o/rpage  io4. 

H.  Théorème  de  M.  Chastes  sur  les  tangentes  pa^ 
rallèles.  Lorsque  le  sommet  du  faisceau  tangentiel  est  k 
riiifini,  le  centre  des  moyennes  distance  des  n[n  —  i) 
points  de  contact  reste  fixe,  quelle  que  soit  la  direction 
des  tangentes. 

Démonstration  y  i;oi>  tome  IV,  page  i53. 

Observation.  En  appliquant  la  méthode  perspective, 
on  obtient  un  théorème  sur  des  centres  de  moyennes 
harmoniques. 

12.  Théorème  sur  les  tangentes.  Une  transversale 
coupant  la  courbe  en  n  points,  on  mène  en  chacun  de  ces 
points  une  tangente,  le  système  de  ces  n  tangentes  ren- 
contre la  courbe  en  n(n  —  2)  points,  situés  sur  une 
ligne  d'ordre  n  —  'i. 

Démonstration.  On  projette  la  transversale  à  l'infini 
et  Ton  revient  au  théorème  6. 

13.  Théorème  sur  les  coefficients  différentiels.  Une 
courbe  algébrique  de  degré  n  ^tant  rapportée  à  des  axes 
rectilignes,  le  point  de  moyenne  distance  de  tous  les 
points  où  les  coefficients  différentiels  d'un  ordre  donné 
sont  égaux  à  un  nombre  donné ,  est  un  point  fixe,  quel  que 
soit  le  nombre  donné  5  mais  ce  point  change  avec  Tordre 
du  coefficient  différentiel  et  avec  les  axes^  dernier  chan- 
gement qui  n'a  pas  lieu  lorsque  le  coefficient  différentiel 
est  du  premier  ordre. 

Démonstration  y  voir  tome  IV,  page  i55. 

14.  Théorème  de  M.  Duhamel  sur  les  centres  de 
courbure.  Le  centre  de  moyenne  distance  des  n  (w  —  1) 
centres  de  courbure  correspondant  aux  n{n  —  i)  points 
de  contact  des  Ungentes  parallèles  est  le  même  que  le 
centre  de  moyenne  distance  de  ces  points  de  conUct. 

Démonstration  y  voir  tome  IV,  page  180. 

15.  Théorème  sur  les  polaires.  Les  polaires  de  tous 
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]«fs  points  dune  droite  ont  {n  —  1)*  points  en  commiiii. 
Démonstration.  Soit  U  =  o  Féqnation  de  la  oomk 

rendue  homogène  1  en  prenant  pour  coordonnées  7»  ~  )  • 

M>ient  ~9  -  les  coordonnées  du  sommet  d'un  faisceau  tan- 
c    c 

£;entiel  ;  Téquation  de  la  polaire  de  ce  faisceau  est,  comme 

on  sait, 

d\j       ^  dV         dV 
dx  dy  dz 

Si  le  sommet  est  sur  une  droite ,  on  a 
c  z=pa-\-  qbj 

p  et  q  étant  des  constantes  ;  donc  l'équation  de  la  polaire 
est 

fd\}  d\}\       ^  fdV         dV\ 

On  satisfait  à  cette  équation ,  en  posant 
rfU         d{]         *    dV         dV 

ces  deux  lignes ,  chacune  de  degré  n  —  i ,  se  coupent  en 
(/i  —  i)*  points-,  donc,  etc. 

16.  Théorème  de  M.  Plûcker  sur  les  points  multiples. 
Si  une  ligne  de  degré  n  a  des  points  multiples ,  ils  se 
trouvent  sur  une  ligne  de  degré  n  —  i . 

Démonstration,  voir  tome  Vil,  page  423. 

1 7 .  Théorème.  Par  un  point  donné ,  on  mène  n  droites 
aux  n  points  d'intersection  d'une  transversale  avec  la 
courbe  \  ce  faisceau  coupera  la  courbe  encore  en  n  (n  — i) 
[>oints  situés  sur  une  ligne  d'ordre  n  —  i . 

Démonstration,  Premier  cas.  Le  point  donné  est  à 
r infini.  Le  faisceau  est  formé  de  droites  parallèles,  de 
direction  connue.  Donnons  cette  direction  à  l'axe  des  jr^ 
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t*t  prenons  la  transversale  pour  axe  des  x;  l'ëquation  de 
la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  Py  -4-  Q  =  o , 
P  étant  une  fonction  de  x  et  de  y,  de  degré  n — i ,  et  Q  une 
fonction  de  x  seulement  et  de  degré  n.  Cette  équation  est 
satisfaite ,  en  posant 

Q^o,     P  =  o; 

or  Q  =  o  représente  le  faisceau  des  droites  parallèles ,  et 
ce  faisceau  rencontre  la  courbe  en  un  nombre  de  points 
n(n  —  I  )  placés  sur  la  courbe  de  degré  n  —  i ,  représentée 
par  P  =  o. 

Second  cas.  Le  point  est  à  une  distance  finie.  On  pro- 
jette ce  point  à  une  distance  infinie ,  et  le  premier  cas  se 
reproduit. 

18.  Théorème.  Une  courbe  de  degré  n  ne  peut  avoir 
plus  de  71  (n  —  1)^  points  doubles. 

Démonstration.  Soit  (p=o  l'équation  en  jr,  y  de  la 
courbe 5  m  étant  le  coeflScient  angulaire  d'une  tangente, 
on  a 

dx 
fi  9 
%■ 

Au  point  double  on  doit  avoir  deux  valeurs  pour  m  5  ce 
<[ui  n'est  possible  que  si 

^  =  0     et     ^  =  0. 
dx  ay 

Ces  deux  équations  sont  chacune  de  degré  n — i ,  et  9  =  o 
est  de  degré  n  \  donc ,  etc. 

En  appliquant  la  méthode  connue  pour  déterminer  la 

valeur  de  l'expression  -  ,  on  trouve  que  les  deux  valeurs 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  IX.  (Août  i85o.)  ip 
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de  m  sont  données  par  l'équation  suivante  : 

dy"^  dxdy  dx* 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  :  i^  les  deux  racines  sont 
réelles  et  inégales  ;  deux  branches  réelles  passent  par  le 
point  double  y  et  chaque  branche  a  une  tangente  distincte; 
2°  les  deux  racines  sont  égales;  deux  branches  réelles 
passent  par  le  point,  et  les  deux  tangentes  se  confondent 
en  une  seule  :  c'est  un  point  double  de  rebroussement  : 
3**  les  deux  racines  sont  imaginaires;  le  point  double  est 
isolé. 

19.  Théorème,  Le  nonabre  de  points  de  rebrousse- 
ment ne  surpasse  pas  *in[n  —  2),  et  ces  points  se  trouvent 
sur  une  ligne  de  degré  i[n  —  a) . 

Démonstration,  Pour  que  l'équation  du  second  degré 
en  m,  rapportée  ci-dessus,  ait  deux  racines  égales,  on 
doit  voir 

équation  de  degré  2  (n  —  2).  Donc ,  etc. 

20.  Théorème,  Lorsqu'une  courbe  de  degré  n  a  un 
point  double ,  non  de  rebroussement ,  le  nombre  de  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  par  un  point  donné  à  cette 
courbe  se  réduit  k  n(n  —  1)  —  2. 

Démonstration,  Supposons  d'abord  un  faisceau  de  tan- 
gentes parallèles ,  et  soit  m  le  coefficient  angulaire  ;  on  a 

dV      dV. 

Cette  équation,  de  la  polaire  d'un  point  situé  à  l'infini 
sur  une  droite  de  direction  m ,  représente  la  courbe  dont 
les  n  (n  —  i)  points  d'intersection  avec  la  courbe  donnée 
sont  tels,  qu'en  menant  par  chacun  de  ces  points  une 
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parallèle  ayant  la  direction  donnée,  cette  parallèle  a  un 
point  double  en  commun  avec  la  courbe;  donc  le  point 
double  déterminé  par  les  équations 
^U  riU 

doit  se  trouver  sur  la  courbe  (i),  et  c'est  ce  qui  est  évident. 
Mais  la  droite  qui  passe  par  ce  point  double ,  quoique 
ayant  deux  points  en  commun  avec  la  courbe,  n'est  pas 
une  tangente;  il  faut  donc  retrancher  ce  double  point  du 
nombre  des  n[n  —  i)  points  qui  donnent  de  véritables 
tangentes  :  ainsi  le  nombre  de  ces  tangentes  ne  peut  dé- 
passer/i(« —  i)  —  2.  Si  le  sommet  du  faisceau  tangen- 
tiel  est  à  une  distance  finie,  on  le  ramène ,  par  la  projec- 
tion perspective,  au  cas  précédent. 

Observation.  Toute  courbe  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  mobile  dont  elle 
est  l'enveloppe.  Il  n'y  a  de  tangentes  que  les  droites  sur 
lesquelles  vient  s'appliquer  la  droite  mobile. 

21 .  Théorème.  Si  la  courbe  de  degré  »  a  un  point  dou- 
ble de  rebroussement ,  le  faisceau  tangen tiel  a  n  («  —  i  )  — 3 
tangentes. 

Démonstration.  Dans  ce  cas,  la  polaire  d'un  point 
situé  à  l'infini  passe  par  le  point  double ,  et  touche  la 
courbe  donnée  en  ce  point;  par  conséquent,  trois 
des  n  [n  —  i  )  points  d'intersection  se  réunissent  au  point 
de  contact ,  et,  comme  ces  points  ne  donnent  pas  de  tan- 
gentes, il  s'ensuit  que  le  nombre  de  tangentes  se  réduit  à 
n(n —  i)  —  3. 

22.  Tliéorème.  Dans  une  ligne  de  degré  w,  les  points 
d'inflexion  sont  sur  une  ligne  d'ordre  3  «  —  4- 

Démonstration.  Au  point  d'inflexion,  le  coefficient 

angulaire  (  ~-  |  atteint  une  valeur  extrême ,  maximum 

ou  minimum;  en  d'autres  termes,  la  tangente  rebrousse. 

19- 
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D'après  la  propriété  connue,   appartenant  aux  valeurs 

extrêmes,  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  (  -—  \ 

doit  être  nul  aux  points  d'inflexion;  comme  ce  coefficieni 
différentiel  forme  le  dénominateur  du  rayon  de  courbure, 
on  en  conclut  que  le  rayon  de  courbure  est  infini,  ou 
bien  que  le  cercle  de  courbure  se  réduit  à  une  droite,  qui 
c»st  la  tangente  elle-même  :  de  sorte  que  cette  droite  à 
trois  points  en  commun  avec  la  courbe,  est  une  tangente 
osculatrice.  Ne  nous  occupant  que  de  généralités ,  il  est 
bien  entendu  que  nous  faisons  abstraction  des  diverses 
circonstances  qui  modifientla  théorie  des  valeurs cxti^êmes. 
Cela  posé,  soit  F  =  o  l'équation  de  degré  n  d'une  courbe 
plane.  La  dérivée  première  est 

d¥      (lY    ,  ^       ,      dr 

-  -  -h  — -  j   HT  o  ,     OU     y'  =  -p-; 
dx        a  y  r/x 

la  dérivée  seconde,  après  qu'on  y  a  fait  ;^^'  =  o,  devient 

d'F      ,      d'F         ,  d'¥ 
dxdf-^  ^  dr'   ^-^     dy'  ' 

éliminantj^',  on  obtient 

^/^fL!V__    "^Ï^^JL      ^l(^^\^ 

Telle  est  Téquation  aux  différences  partielles  à  laquellf 
doivent  satisfaire  les  coordonnées  d'un  point  d'inflexion, 
et  cette  équation  est  de  degré  Zn  —  4  ;  donc,  etc. 

Corollaire.  Le  nombre  de  points  d'inflexion  ne  peut 
dépasser  3  w*  —  ^n. 

23.  Lemme.  F  étant  une  fonction  entière  en  x^y  de 
degré  n^  et  p  une  fonction  linéaire  des  mêmes  va- 
fiables^  si  V expression  (A)  aux  différences  partielles 
est  dis^Lùble  par  F,  en  remplaçant  F parpF^  de  degré 
n  -i-  I,  /e  résultat  sera  divisible  par  pF , 
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Démonstratùyn,  Faisons />F  =  /;  on  a 

ax  dx  dx 

df       ^dp  dY 

dy  dy  dy 

d^f  _     flYdp  d'F 

dx-  dx  dx  dx^ 

d^'f  dVdn  d'Y 

dy'  dydr  ^dy' 

d'f  _dYdp  dpdY  d'Y 

dxdy        dy  dx  dy  dx  dx- 

Subsliliiant  tes  valeurs  dans  l'expression 

'^iCliLX- ,  ''/i^j^IL  +  'ri  {'L[\\ 

dy''\dx  '         '  dydxdxdy       dx-  \dy  ' 
ou  obtient  un  résultat  de  la  formr 

/;  A^-/>-FM^-/?FN. 

l.a  quantité  indépendante  de  p  s'anéantit;  M  et  iN  sont 
des  fonctions  entières.  Or  A  est  divisible  par  F;  donc 
Texpressiou  est  divisible  par/; F. 

24.  Lemme.  F  étant  le  produit  de  n  facteurs  linéaires 
en  X,  y 3  V expression  (A),  de  degré  3«  —  4?  ^-^^  'om- 
jours  dii^isihle  par  F. 

Démonstration.  Soit  F  =/?</,  p  et  q  étant  deux  fonc- 
tions linéaires;  l'expression  (A)  devient 

/  dp  df/        dp  dfjy* 
^^  [dydx'^didy)  ' 

donc  (A)  est  divisible  par  pr/,  La  proposition  étant  vraie 
pour  deux  facteurs,  elle  sera  également  vraie,  d'après 
le  lemme  précédent,  pour  trois  facteurs,  etc. 

25.  Théorème.  Dans  les  /i  (3  n  —  4)  points  d'inllexion  , 
il  y  on  a  toujours  2  n  situés  à  Tinfîni,  et  les  3/*  [n  —  2) 
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points  d^înflexion  restants  sont  sur  une  ligne  de^  degré 
3(«-a). 

Démonstration.  Soit  F=  o  l'équation  de  la  courbe  de 
degré  n,  et  U»  =  o  T équation  de^  n  asymptotes;  comme 
on  sait,  F  a  la  forme  F  =U„-f-U„_j  =  o,  où  U„., 
est  une  fonction  de  degré  n  —  a.  U„  est  un  produit  de  n 
facteurs  linéaires  ;  donc,  dans  le  calcul  de  Féquation  (A) 
de  degré  in  —  4  5  l'ensemble  des  termes  qui  proviennent 
de  Un  seidement  peut,  d'après  le  lemme  précédent,  se 
mettre  sous  la  forme  U„  Vi„«4 ,  et  il  est  facile  de  s'assurer 
que  les  autres  termes  ne  dépassent  pas  le  degré  3  w  —  6  ; 
donc  Téquation  (A)  prend  cette  forme  : 

Faisant  U„=o,  le  degré  de  cette  équation  s'abaisse  dr 
deux  unités;  donc  la  courbe  des  points  d'inflexion  a  n 
asymptotes  en  commun  avec  la  courbe  donnée.  Parmi  les 
intersections  de  la  courbe  des  points  d'inflexion  avec  la 
courbe  donnée,  il  y  a  donc  2  n  points  situés  à  Tinfini; 
éliminant  U„,  on  obtient 

équation  de  degré  3  («  —  1)  qui  représente  une  courbe  de 
ce  degré,  et  dont  les  intersections  avec  la  courbe  donnée 
indiquent  les  points  d'inflexion ,  réels  ou  imaginaires. 

Les  courbes  du  troisième  degré  ont  quinze  points  d'in- 
flexion, dont  six  sont  à  l'infini,  et  parmi  les  neuf  restants, 
nous  verrous  qu'il  y  en  a  au  moins  six  d'imaginaires 
et  trois  réels  et  en  ligne  droite. 

26.  Théorème.  La  polaire  réciproque  d'une  courbe  de 
degré  n,  a  3  n  (n  —  2)  points  de  rebroussement. 

Démonstration,  La  courbe  a  i  n  (n  —  2)  points  d'in- 
flexion et  autant  de  tangentes  de  rebroussement;  par 
conséquent,  la  polaire  réciproque  a  autant  de  points  do 
rebroussement. 
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27.  Théot'ème.  Une  courbe  de  degré  n  a 

^/l(/l-2)(/l'— 9) 

tangentes  doubles. 

Démonstration,  Soit  P une  courbe  de  degré  n,  et  Pj  sa 
polaire  réciproque  de  degré  n,  =  n  (zi  —  i)  •,  le  faisceau 
tangentiel  à  Pi  doit  généralement  renfermer  Wj  (/?,  —  i) 
tangentes  (9).  Mais  Pi  étant  la  polaire  réciproque  de  P, 
il  s'ensuit  que  le  faisceau  tangentiel  de  Pi  ne  renferme  réel- 
lement que  n  tangentes  ;  le  nombre  de  tangentes  perdues 
se  monte  donc  à  n,  (n,  —  i)  —  »  =  n'(7i  —  a)  La  po- 
laire Pi  a  'in(n  —  2)  points  de  rebrousscment  (26); 
pour  chacun  de  ces  points,  le  faisceau  perd  trois  tan- 
gentes (21  )  (*)  î  le  nombre  de  tangentes  perdues  est  donc 
9  n  (n — 2).  Or  n^  [n — 2) — gn  [n — 2)=«  [n — 2)  [n* — 9). 
Ces  tangentes  disparues  proviennent  des  points  doubles 
dont  cliacuu  fait  disparaître  deux  tangentes  (19);  il  7  ^ 
donc  dans  la  courbe  P,  un  nombre  de  points  doubles 
exprimé  par 

-«('»  — 2)(/ï»-- 9); 

il  y  a  donc  autant  de  tangentes  doubles  dans  la  courbe  P, 
c'est-à-dire  de  tangentes  touchant  la  courbe  en  deux  points 
distincts. 

Obsen^aiion.  Cette  démonstration  indirecte  n'est  pas 
entièrement  satisfaisante.  Elle  est  de  M.  Plùcker,  ainsi 
que  tous  les  théorèmes  précédents  à  partir  du  §  18;  on  les 
trouve  dans  Touvrage  du  célèbre  professeur,  publié  à 
Berlin  en  i835  sous  ce  titre  :  System  der  Ancdytùchen 
Geofuetriey  auf  neiie  Betraclitungsweise  gegriïndet, 
und  insbesondere  eine  ausfûhrliche  Théorie  der  cwven 
drïtter  Ordnung  enthaltend  :  Système  de  géométrie  ana- 

C)  Celte  observalion  a  déjà  elô  faile  par  iVI.  Ponrelel. 
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lyûque ,  fondée  sur  de  nouvelles  considéra  lions ,  et  com- 
prenant en  particulier  une  théorie  complète  des  courbes 
du  troisième  ordre;  par  M.  le  docteur  Julius  Plùcker. 
professeur  à  rUniversité  de  Halle,  in-4^  de  266  pages. 
jNous  donnerons  cette  théorie  incessamment.         {Suite.) 


THOÉRÊME  DE  HAG-CIILLAGR  {*)  SDR  IB  TRIANGLE  INSCRIT 
DANS  L  ELLIPSE. 


1 .  Lemme.  Soient  une  ellipse  ayant  pour  grand  axe  AB, 
et  une  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre, dans  le  même  plan;  soient  M,  N  deux  points 
sur  l'ellipse;  M',  N'  deux  points  projectivement  corres- 
pondants sur  la  demi-circonférence.  Par  le  centre  0. 
menons  le  demi-diamètre  OP  parallèle  à  la  corde  ÎVIN, 
nous  aurons  la  proportion 

corde  MN  :  corde  M' N'  :  :  OP  :  OA. 

Démonstration,  Par  le  point  M,  menons  une  parallèle 
à  la  corde  M'N',  et  soit  Q  le  point  où  cette  parallèle 
rencontre  la  droite  KN'  ;  P'  étant  le  point  projectivement 
correspondant  de  P,  joignons  O  et  P';  OP',  projection 
de  OP  5  est  donc  parallèle  à  M' N'  ou  à  MQ  ;  les  deux 
triangles  QMN  et  P'OP  sont  donc  semblables,  comme 
ayant  les  côtés  parallèles.  Comparant  les  côtés  homolo- 
gues ,  on  obtient 

MN:  MQ  ::OP:OP'; 

or 

MQ=M'N',     OP'  =  OA; 
donCit  etc. 

2.  Lemme,  L'aire  d'un  trjiangle  inscrit  dans  une 
ellipse  est  égale  au  produit  des  trois  côtés  multiplié  par 

(•)  Prononcez  Maccol. 
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Je  produit  des  deux  demi-axes  et  divisé  par  quatre  fois 
le  produit  des  trois  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés 
du  triangle. 

Démonstration.  Soient  LMN  un  triangle  inscrit  dans 
une  ellipse  et  L'M'N'  le  triangle  projectivement  corres- 
pondant dans  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe 
deTellipse;  faisons  LM=/z,  jMN  =  /,NL  =  m,  lVrL'=7i', 
M'N'  =  /' ,  N'  L'  =  m'  ;  et  soient  a  le  demi-grand  axe  et 
h  le  demi-petit  axe;  i,  |[x,  v  les  demi-diamètres  respecti- 
vement parallèles  aux  côtés  MN,  LN,  LM  :  on  a ,  en 
vertu  du  lemme  précédent , 


d'où 
et  de  là 


,, al  , arn  , an 

l'  m'  n'  = =  4flS'=:  V-S; 

^^ahJnu^  C.Q.F.D.      . 

4>f/v 


•  3.  Théorème.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une 
ellipse,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  est  égal 
au  produit  des  trois  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés 
du  triangle,  et  divisé  par  le  produit  des  deux  demi-axes. 

Démonstration.  Conséquence''  immédiate  du  lemme 
précédent. 

Corollaire.  Lorsque  les  trois  sommets  du  triangle  se 
réunissent ,  on  obtient  pour  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure le  cube  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente , 
divisé  par  le  produit  des  deux  demi-axes;  expression 
connue. 

Obsen^ation.  M.  Joachimsthal  a  énoncé  et  démontré 
ce  tbéorème  en  avril  1849  (Crelle,  t.  XXXIX,  p.  i38; 
en  français);  mais  ce  même  théorème  avait  déjà  été  pu- 
blié par  feu  le  professeur  Mac-Cullagh ,  dans  le  Dublin 
Universit.  Calvndnr,  an.  1837,  et  a  été  démontré  dans  le 
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Traité  des  sections  coniques  de  M.  Georges  Salmon,  sa- 
vant professeur  de  la  même  Université.  Mac-Cullagh  a, 
de  plus,    donné  l'énoncé  suivant  du  même  théorème, 
qui  le  rend  applicable  à  la  parabole  : 

c<  Le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit  est  égal  au 
))  produit  des  trois  cordes  passant  par  le  foyer  parallèle- 
))  ment  aux  côtés  du  triangle,  divisé  par  quatre  fois  le 
»  paramètre  de  la  conique  » .  Ce  qui  est  évident ,  puis- 
qu'une corde  passant  par  le  foyer  est  égale  au  double  du 
carré  du  demi-diamètre  parallèle,  divisé  par  le  demi- 
grand  axe.  Ce  renseignement  est  consigné  dans  une  Lettre 
de  M.  leprofesseur  Salmon  à  M.Crelle  (t.  XXXIX,  p.  365, 
II  février  i85o;  en  français).  Le  théorème  est  encore  à 
démontrer  pour  l'hyperbole. 


QUESTIONS. 

228.  Les  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  et  le^ 
trois  sommets  A',  B',  C  d'un  tétraèdre  sont  donnés  ;  par 
un  point  quelconque  M  dans  le  plan  du  triangle  ABC ,  on 
mène  les  droites  MA,  MB,  MC  -,  on  prend  dans  Fespaco 
un  point  S  tel,  que  dans  le  tétraèdre  SA'B'C  on  ait 

SA'=:MA;     SB'=rMB;     SC'=:MC; 
le  lieu  du  point  S  est  une  surface  du  second  degré. 

(Jacobi.) 
229.  Soient  une  sphère  et  deux  points  quelconques  dans 
Tespace  ^  les  distances  des  points  au  centre  de  la  sphèro 
sont  entre  elles  comme  les  distances  respectives  di- 
chacun  de  ces  ^points  au  plan  polaire  de  l'autre  point; 
plans  polaires  pris  par  rapport  à  la  sphère. 

(GEORf;E  Salmow.) 
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solution;!»  U  OViSIION  88 

(TOir  t.  m,  p.  376); 

Par    m.    breton    (de    Champ), 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Trois  circonférences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  troui^er  sur  ces  circonférences,  en  ne  fai- 
sant usage  que  du  compas,  trois  points  qui  soient  les 
sommets  d'un  triangle  équilatéral,         (E.  Prouhet.) 

Appelons  P,  Q,  R  (*)  les  trois  circonférences  données. 
D'un  point  quelconque  p  de  la  première,  avec  une  ouver- 
ture de  compas  arbitraire,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la 
seconde  circonférence  en  q ,  puis  de  ;;  et  de  ^  comme 
centres,  avec  la  même  ouverture  de  compas,  décrivez 
des  arcs  qui  se  coupent  en  r.  Ce  dernier  point  sera  le 
sommet  d'un  triangle  équilatéral  ayant  pour  côté  pq.  Si 
l'on  construit  de  la  même  manière  d'autres  triangles 
équilatéraux  pq' r' ^  pq" r" .,,  ayant  un  sommet  commun 
en  p  sur  la  circonférence  P,  et  leurs  sommets  q\  q",,, 
sur  la  circonférence  Q,  le  lieu  géométrique  des  points 
r,  r'^  r'^.. .   sera  une  circonférence  de  cercle,  égale  à  Q; 
son  centre ,  celui  de  Q  et  le  point  p  étant  les  sommets 
d'un   triangle  équilatéral.  Par  suite  de  cette  propriété, 
dont  la  démonstration  est  extrêmement  facile ,  si  le  centre 
de  Q  est  donné,  on  trouvera,  en  construisant  ce  triangle, 
le  centre  de  la  circonférence  rr' r".,. ,  de  sorte  que  l'on 
pourra  la  décrire  avec  le  compas.  Les' points  où  elle  ren- 
contrera la  troisième  circonférence  R  seront  les  sommets 


i   > 


Le  lecteur  est  prie  de  faire  les  figures. 
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des  triangles  équilatéraux  demandés.  Le  sonàmel  p  éunl 
pris  à  volonté,  on  voit  que  le  problème  est  indéterminé. 
Si  les  centres  des  circonférences  P,  Q,  R  ne  sont  pas 
donnés  immédiatement,  la  construction  sera  modifiée 
comme  il  suit. 

Ayant  déterminé  trois  points  r,  r',  r"  au  moyen  de  la 
(construction  indiquée  ci-dessus ,  faites  passer  par  ces 
points  une  circonférence  de  cercle,  en  ne  faisant  usa^c 
que  du  compas ,  problème  résolu  dans  la  Géométrie  du 
row^ûJ  de  Mascheroni  (livre  X,  n°  i5o).  Onpeulencoir 
trouver  le  centre  de  l'une  quelconque  des  circonfé^enc^'^ 
tracées,  en  s'astreignant  à  la  même  condition,  problème 
également  résolu  par  cet  auteur  (livre  X,  n*^  ^43)?  ^*^ 
alors  le  centre  de  la  circonférence  rr'/"". ..  se  construit 
comme  on  l'a  expliqué  en  premier  lieu. 

Problème.  QueTs  sont,  sur  la  circonférence  P,  les 
points  qui  fournissent  des  solutions  de  la  question  //< 
M.  Prouhet? 

Supposons  que  pour  chaque  point  p  de  P  on  opèn- 
comme  il  a  été  dit  ci-dessus ,  on  aura  une  série  de  circon- 
férences égales  à  Q ,  lesquelles  donneront  ou  ne  donne- 
ront pas  de  solutions  suivant  qu'elles  couperont  ou  m 
couperont  pas  R.  Le  lieu  de  leurs  centres  sera ,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  le  voir,  une  circonférence  égale  à  P,  son 
centre  formant,  avec  ceux  de  P  et  de  Q,  un  triangle  équi- 
latéral.  D'après  cela,  les  arcs  de  cette  circonférence  in- 
terceptés entre  les  deux  circonférences  concentriques  à  R. 
que  l'on  obtient  en  augmentant  et  diminuant  le  rayon  dt- 
celle-ci  du  rayon  de  Q,  fourniront  toutes  les  solutions  qui 
se  rapportent  à  la  disposition  adoptée  pour  les  triangles 
équilatéraux.  11  y  aura,  en  général,  deux  arcs,  ^au\ 
entre  eux ,  qui  se  reporteront  en  vraie  grandeur  sur  P  en 
les  faisant  tourner  de  l'angle  du  triangle  équilatéral  au- 
tour du  centre  de  Q,  et  les  points  de  ces  arcs  répondi-onl 
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sruls  à  la  queslion.  Eu  adoptant  une  disposition  sviué- 
irique,  on  pourra,  selon  les  cas,  trouver  d'autres  arcs, 
séparés  ou  réunis  en  un  seul . 

La  recherche  de  ces  arcs  peut  s'effectuer  en  ne  faisant 
usagcque  du  compas.  Pour  cela,  il  suffit  de  savoir  dé- 
crire les  deux  circonférences  concentriques  à  R ,  ou  de 
construite  avec  le  compas  seul  la  somme  et  la  différence 
de  deux  droites  (Maschcroni ,  livre  IV ,  n"*  72  et  73). 

Note,  Pour  éviter  aux  lecteurs  des  Nous^elles  Annales 
là  peine  de  recourir  à  Touvrage  de  Maschcroni ,  je  vais 
rappeler  succinctement  en  qiioi  consistent  les  solutions 
dues  à  re  géomètre. 

I.  TrouK^er  le  centre  de  la  circonférence  déterminée 
par  trois  points  /•,  r',  r" , 

Des  points  r,  r',  avec  une  ouverture  de  compas  suffi- 
sante ,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  A  et  B.  Des 
points  r'  et  r"  décrivez  également  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  C  et  D  ;  on  sait  que  le  centre  cherché  est  au  point 
de.rencontre  des  deux  droites  AB,  CD. 

Ces  droites  ne  pouvant  être  tracées,  puisque  l'on  ne 
fait  usage  que  du  compas,  la  solution  ordinaire  n'est  plus 
admissible;  on  la  remplace  par  celle  que  voici  : 

Des  points  A  et  B,  avec  les  rayons  AC ,  BC ,  décrivez 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  c,  point  symétrique  de  C  re- 
lativement à  AB.  Construisez  semblablement  le  point  rf, 
symétrique  de  D  relativement  à  AB.  L'intersection  des 
droites  CD,  cd  sera  le  centre  demandé.  Or  cette  inter- 
section O  divise  CD  dans  le  rapport  des  longueurs  Ce,  Drf, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

OC:  OD  ::  Cr  :  Drf, 

d'où 

OC:CD  ::  Cr:  Cc  +  Dr/. 

OC   est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux  lon- 
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gueurs  Cc4-D^,  Ce,  CD,  et  il  faut  construire  celle 
ligne  avec  le  compas  seul. 

On  remarquera  que  l'addition  des  deux  longueurs  Ce , 
Dd  avec  le  compas  seul,  est  un  problème  qui  doit  être 
préalablement  résolu.  A  cet  effet,  des  centres  c  et  D,  avec 
les  rayons  CD,  Ce,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent 
en  rf';  la  figure  Cc/i'D  sera  un  parallélogramme,  et  les 
deux  droites  ^D,  Drf',  étant  parallèles  à  Ce,  tomberont 
dans  le  prolongement  Tune  de  l'autre,  de  sorte  qu'on 
aura 

Cela  posé ,  d'un  point  pris  à  volonté ,  avec  les  rayons 
fld^  et  Ce,  tracez  deux  circonférences  concentriques,  cl 
inscrivez  dans  la  première  une  corde  àgale  à  CD.  Des 
extrémités  de  celte  corde,  avec  un  rayon  arbitraire,  coupez 
la  seconde  circonférence  en  deux  points^  la  distance  de 
ces  derniers  sera  égale  à  OC ,  c'est-à-dire  quatrième  pro- 
portionnelle aux  deux  rayons  et  à  la  corde  CD.  Cela  ré- 
sulte de  ce  que  les  déplacements  simultanés  des  divers 
points  d'une  droite  de  longueur  constante,  dont  les  extré- 
mités parcourent  deux  circonférences  concentriques,  sonl 
vus,  du  centre  commun,  sous  des  angles  égaux. 

Connaissant  donc  la  longueur  OC,  si  des  points  C,  c 
on  décrit  des  arcs  avec  ce  rayon,  leur  intersection  donnera 
le  centre  O. 

II.  Une  circonférence  étant  tracée^  trouv^erson  centre. 

Soient  E,  F  deux  points  pris  à  volonté  sur  la  circon- 
férence. De  F  comme  centre,  avec  le  rayon  EF,  tracez  une 
nouvelle  circonférence  qui  coupe  la  première  en  H  ,  et 
déterminez  la  seconde  extrémité  G  du  diamètre  EF  en 
inscrivant  consécutivement  trois  cordes  égales  au  rayon 
EF.  Des  points  F  et  G,  avec  le  rayon  GH,  décrivez  des  arcs 
qui  se  coupent  en  I ,  et  de  ce  dernier  point  conune  centre, 
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avec  le  rayon  GH  ,  coupez  la  seconde  circonférence 
en  Kj  la  corde  EK  sera  le  rayon  de  la  circonférence 
donnée. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  prouver  qu'en  décrivant 
des  points  E ,  F  des  arcs  qui  se  rencontrent  en  L ,  on  a 

LH  =  LF, 

cVst-à-dire  que  le  point  L  en  également  distant  des  trois 
points  E,  F,  H  de  la  circonférence,  propriété  qui  n'ap- 
partient qu'au  centre. 
On  a  l'angle 

IFE  =:  GIF  H-  IGF. 

Les  deux  triangles  IFG,  IFK  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  de  plus  ils  sont  iso- 
cèles, de  sorte  que  l'angle  IGF  =  IFK.  Retranchant  des 
deux  membres  de  Tégalité  ci-dessus  IFK ,  il  vient 

EFK  =  FIK. 

Le  triangle  FEK,  étant  isocèle  par  construction  de  même 
que  IFK ,  est  semblable  à  ce  dernier,  et  l'on  a 

IF:FR::FK:EK, 
ou 

HG:  GF  ::  EF  :  EL, 

puisque,  par  construction, 

IF=HG,     FK  =  GF=EF,     EK=EL. 

Les  deux  triangles  FGH,  LEF  étant  isocèles,  et  ayant 
leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables  entre  eux,  et, 
par  suite,  l'angle  LFE  =  FGH.  Mais  HFE  =  aFGH;  re- 
tranchant des  deux  termes  de  cette  égalité  respectivement 
les  angles  égaux  LFE,  FGH ,  il  vient 

LFH=:FGH, 
de  sorte  que  l'angle  LFH  =  LFE.   Les  deux  triangles 
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LV'E,  LFH  ayant  ainsi  un  angle  égal,  le  côlé  LF  com- 
mun, et  le  côlé  FH  =  FE,  sont  égaux  entre  eux,  et  par 
conséquent  LH  =  LE ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

111.  Étant  données  deux  lignes  droites  ST,  UV,  con-' 
stuire  une  troisième  droite  égale  à  leur  somme  ou  à  leur 
différence. 

On  décrit  de  Textrémité  S  de  Tune  de  ces  lignes,  avec 
UV  pour  rayon,  une  circonférence  qui  rencontre  la 
première  en  deux  points  dont  les  distances  au  point  T 
sont  la  somme  et  la  différence  cherchées.  Pour  découvrir 
ces  points ,  coupez  de  T,  avec  un  rayon  arbitraire ,  la  cir- 
conférence en  deux  points  m,  n.  Le  problème  revient 
évidemment  à  construire  les  milieux  des  deux  arcs  ainsi 
déterminés. 

Des  points  tti,  n  décrivez,  avec  le  rayon  DV,  à  partir  du 
centre  S,  des  arcs  Sw',  Sm'  égaux  l'un  et  l'autre  à  l'arc 
mn.  Des  centres  m',  tï',  avec  les  rayons  m' m,  n'/i,  dé- 
crivez deux  arcs  qui  se  coupent  en  t.  Enfin  des  mêmes 
centres,  avec  le  rayon  Sf,  décrivez  deux  arcs  :  ils  se  cou- 
peront aux  points  cherchés. 

En  effet,  les  figures  Sn'mn,  Sm'nm  sont,  par  con- 
struction, des  parallélogrammes,  et  m'Sn'  est  une  per- 
pendiculaire à  ST.  Le  carré  de  la  distance  du  point  S  à 
Tun  quelconque  des  points  trouvés  ci-dessus  a  pour 
valeur 


S/  — S/îi'    =m'/w   — aS/w'   =Siw    =  UV  . 

Ce  qui  prouve  que  ces  points  satisfont  bien  à  la  ques- 
tion (*). 

[  *  )  Voir  Manuel  de  géométrie,  a«  édition ,  appendice.  Tu. 
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SDR  U  DfiGOHPOSITION  D'UN  CARRÉ  EN  DEVX  AUTRES; 

Par  m.  VOLPICELLI, 

Professeur  à  TUniversité  de  Rome. 


En  représentant  par  z  un  produit  de  A  facteurs ,  tous 
différents  entre  eux ,  et  chacun  égal  à  la  somme  des  deux 
carrés ,  les  solutions  entières  de  Téquatîon 

se  divisent  en  A  espèces  dîficrentes.  Les  solutions  com- 
prises dans  la  première  espèce  sont  au  nombre  de  A  5  et 
chacune  d'elles  admet  A  —  i  facteurs  communs  avec  z  ; 
celles  de  la  deuxième  espèce  sont  au  nombre  de 

2X-(^  — 1) 

, 

I  .2 

et  ont  chacune  A  —  2  facteurs  communs  avec  ^  ;  et ,  de  la 
même  manière^  le  nombre  de  celles  qui  forment  la  troi- 
sième espèce  est  donné  par 

2'^(A-— l)(X-  — 2) 
I  .2.3 

dont  chacune  admet  A  —  3  facteurs  communs  avec  z  \ 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  espèce,  qui  se  com- 
posera de  2*~*  solutions ,  aucune  n'ayant  de  facteurs  com- 
muns avec  z. 

Le  nombre  total  de  ces  solutions,  qu'on  obtient  en 
sommant  les  termes  du  polynôme 

1.2  1.2.3 

Amu,  de  Mathémat.,  t.  IX.   (Août  i85o.)  20 
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sera  évidemment 

2 

Cette  expression  correspond  à  celle  qu'on  a  en  faisant 

dans  la  formule  que  donne  M.  Gauss  (*) ,  pour  assigner  If 
nombre  de  décompositions  en  deux  carrés  d'un  entiei 
quelconque  qui  admet  une  telle  décomposition. 

Quant  à  la  forme  des  solutions ,  pour  le  moment  noib 
diluons  seulement  que  les  k  valeurs  des  inconnues  j,i. 
qui  appartiennent  à  la  première  espèce,  s'expriment, en 
général ,  de  la  manière  suivante  : 

en  observant  que  l'indice  y  doit  recevoir  successivemeDt 
toutes  les  valeurs  comprises  depuis  i  jusqu'à  Ar,  et  ayant 
pris,  par  hypothèse , 

z=^{a\^b\)[a\~^b\),..[al^bl),  ' 

Exemple.  L'équation 

x»-h7'=  iio5'  =  (5  i3.i7)% 
dans  laquelle  on  a 

admet 

=  i3 

2  I 

solutions  différentes,  divisées  en  trois  espèces.  Les  trois   | 
solutions  de  la  première  espèce  sont  : 

1975=    5.i3.i5  (   520=    5.i3.  8 

663=17.13.  3  y—\    884=17.13.4 

425=17.  5.  5  (1020=    5. 17.12 

(')  Disquisitione$  ariihmeùcœ»  \À^h\9b ,  1801,  p.  319. 
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Les  six  solutions  de  la  deuxième  espèce  sont  : 

56i  =  17.  33  /   962=  17.  56 

io5=   5.   ai  liioo=r    5  220 

169=13.    i3  __)io92=:i3.  84 

|iooi  =  î3.   77  I  468=  i3.   36 

855  =5.171  I   700  =   5 .  i4o 

1071  =  17.  63  \   272=17.    16 

Enfin  les  quatre  solutions  de  la  troisième  espèce  sont  : 

47  (1104 

_)  943  ^_      576 

817  -^  ~      744 

1073  \   264 

Note.  La  formule  générale  des  Disquisitiones citée ci-des- 
sus  s'énonce  ainsi  :  Tout  nombre  entier  donnépeut  se  mettre 

sous  la  forme  2^ Sa  b  <? ..,\  [l  est  un  nombre  entier  po- 
sitif, qui  devient  égal  à  zéro  lorsque  le  nombre  est  im- 
pair; S  est  le  produit  de  tous  les  diviseurs  premiers  de  la 
forme  4^*4-3;  et  lorsqu'il  n'existe  pas  de  diviseurs  de 
cette  forme,  on  fait  S  =  i ,  a ,  è ,  c ,  etc. ,  sont  des  diviseurs 
premiers  de  la  forme  4 /» -h  I  ;a5|3, 7,  etc.,sontdes  exposants 
entiers-,  s'il  n'existe  aucun  diviseur  de  cette  forme ,  la  dé- 
composition est  impossible.  Il  y  a  encore  impossibilité 
si  S.  n'est  pas  un  nombre  carré.  Ces  cas  exclus ,  si  tous  les 
exposants  a,  |3 ,  y,  etc. ,  sont  pairs ,  le  nombre  des  solu- 
tions est 

(a-H)(p-M)(7-M)...~i^ 

si  ces  exposants  ne  sont  pas  tous  pairs,  le  nombre  des 

solutions  est 

(a-|-i)(p-^i)(7-^i)    .. 
2 

Nous  accueillerons  avec  reconnaissance  une  démonstra- 
tion de  cette  belle  formule. 

20. 
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Dans  reiidroil  ci  lé,  on  lit  H —  au  lieu  de Ou  sali 

2  2 

que  les  Disquisàiones ^  imprimées  loin  de  Fauteur,  four- 
millent de  fautes  typographiques  \  ce  qui  n'a  rien  de  sur- 
prenant. Mais  il  est  extrêmement  surprenant  que  l'ou- 
vrage de  génie  le  plus  extraordinaire  de  notre  siècle,  il 
date  de  1801,  n'ait  pas  encore  une  seconde  édition, 
soignée ,  de  luxe ,  in-4^  \  1^  traduction  française  en  est 
peut-être  cause.  ELspérons  que  TAllemagne  fera  un  jour 
pour  les  oeuvres  de  l'illustre  directeur  de  l'observatoire  de 
Gottingue,  ce  que  l'Angleterre  a  fait  pour  Kewlon  et  la 
France  pour  Fermât  et  Laplace.  Les  contemporains  de- 
vraient même  devaucer  la  postérité  :  il  est  des  hommes 
pour  lesquels  celle-ci  commence  dès  leur  vivant. 


GÉOMÉTRIE    SPHÉRIQUE 

(voir  l.  IX,  p.  Ut); 

Par  m.  STREBOR. 


6.  Considérons  la  courbe  sphérique,  lieu  d'un  point 
tel  que ,  si  l'on  mène  de  là  des  arcs  de  grands  cercles  à 
deux  points  fixes,  le  produit  des  sinus  (ou  des  tangentes 
trigonométriques)  des  demi-arcs  soit  constant,  et  qu'il 
n'excède  pas  le  carré  du  sinus  (ou  de  la  tangente  trigono- 
métrîque)  de  la  quatrième  partie  de  l'arc  de  grand  ceixle 
qui  joint  les  deux  points  fixes  :  la  courbe  dont  il  s'agit 
sera  située  sur  un  cône  du  second  degré. 

7.  Dans  le  cas  où  l'on  prend  les  sinus,  la  somme  et  la 
différence  des  arcs ,  déterminés  sur  la  courbe  par  un  grand 
cercle  issu  du  point,  milieu  de  la  distance  entre  les  deux 
points  fixes ,  s'expriment  toutes  les  deux  par  des  fonctions 
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(jlliptiqiies  de  première  espèce,  d'une  manière  précise, 
sans  aucune  addition. 

Et  dans  le  cas  des  tangentes ,  la  somme  et  la  différence 
(les  arcs  qu'on  obtient  de  la  même  manière  s'expriment 
scmblablement  par  des  fonctions  de  troisième  espèce ,  à 
modules  complémentaires. 

Dans  les  deux  cas ,  les  périmètres  entiers  s'expriment 
par  une  seide  fonction  complète. 

8.  Deux  hyperboles  équîlatères  sphériques  de  première 
espèce ,  tangentes  à  une  sphéro-conîque  donnée  et  concen- 
triques avec  elle,  font  des  angles  égaux  avec  la  conique 
homofocale  qui  passe  par  leur  point  d'intersection. 

9.  Étant  données  deux  cassinoïdes  sphériques  homo- 
focales  (tome  Vil,  page  i36),  une  hyperbole  équilatère 
sphérîque  (de  première  espèce)  quelconque,  concen- 
trique avec  les  cassinoïdes  et  tangente  à  Tintérieurc  ,  cou- 
pera Texlérieure  sous  un  angle  constant. 

10.  En  regardant  une  sphéro-lemniscate  (de  seconde 
espèce)  comme  la  première  d'une  série  de  courbes  se  suc- 
cédant d'après  la  loi  indiquée  à  la  question  101  (tome 
Vin,  page  107) ,  l'équation  de  la  même  courbe,  entre  les 
coordonnées  polaires  sphériques  p  et  oj  ,  sera 


I  lang  ~p\  rrr  ^ tang  a  )  cos  ^  -^--^-  )  • 

\i.  Trouver  les  théorèmes  de  géométrie  sphérique, 
analogues  à  ceux  qui  sont  compris  dans  l'énoncé  de  la 
question  177  (tome  VII,  page  45). 
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NODTELLB  EXPRESSION  DE  liURE  D'UHE  SURFACE; 

Pae  m.  STREBOR. 


Soit  R  la  perpendiculaire  qu'on  abaisse  d'un  point 
fixe  sur  un  plan  tangent  quelconque  à  une  surface  donnée, 
et  soient  6,  q>  les  angles  qui  déterminent  la  position  de 
cette  droite.  En  posant,  pour  abréger, 

L  =  R  sm  ô  H-  -—  ces  0  -H  -r—^— —  > 

__cos0//R        rf'R 
sinO  df       dOd9 

l'aire  de  la  surface  dont  il  s'agit  aura  pour  expression 

Cette  formule  doit  trouver  place  dans  les  traités  élé- 
mentaires. 


NOTE  SUR  U  TOUPIE; 

Pae  m.  FINCK, 

Professeur. 


La  toupie  peut  être  r^ardée  comme  un  cône  droit  ho- 
mogène, pesant,  appuyé  par  son  sommet  P  (fig-  i)  sur 
un  plan  horizontal.  On  place  ce  corps  de  façon  que  son 
axe  PG  fasse,  avec  la  verticale,  un  angle  a,  et  on  lui 
imprime  une  vitesse  horizontale  dont  la  direction  ne 
passe  pas  par  le  centre  de  gravité  G. 
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Ce  point  sera  animé ,  parallèlement  au  plan  fixe ,  d^un 
mouvement  rectiligne  uniforme;  de  plus,  il  aura  un 
mouvement  vertical,  dans  la  détermination  duquel  on 
peut  faire  abstraction  du  mouvement  horizontal  :  ce  qui 
revient  à  considérer  le  mouvement  initial  comme  dû  à  un 
couple. 

Soit  R la  résistance  du  plan  ;  Gz^  est  un  axe  principal. 
Soient  Gxi,  Gji  deux  autres  axes  principaux.  O  étant  la 
projection  de  G  sur  le  plan  fixe ,  on  prendra  pour  axes 
fixes  la  verticale  Oz ,  prolongement  de  GO,  et  les  droites 
Ox,  Oy  menées  dans  le  plan  AB.  Si  l'on  pose  PG  =  j3, 
comme  Vangle  PGO=a,  GO  sera  j3  cos  a,  que  je  nomme  y. 

A,  B,  G  sont  les  trois  moments  d'inertie,  G  étant 
relatif  à  G^i ,  et,  par  suite,  B  =  A. 

La  vitesse  angulaire  est  ci>  ;  p,  ^,  r  sont  ses  composantes 
par  rapport  à  Gxi ,  G;y"i ,  Gzi .  Comme  les  moments  de  R  et 
du  poids  de  la  toupie  par  rapport  à  Gzi  sont  nuls,  Téqua- 
tion  du  mouvement  de  rotation  autour  de  Gzi  est 

dr=zo,     d'où     r  =  n,      n  étant  une  première  constante. 


*.* 
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SoientMlamasse  delà  toupie, g'M  sonpoids(g'  =9™,8o)^ 
soient  a ,  & ,  e  les  cosinus  des  angles  que  Oz  fait  avec  les 
Xi ,  j^i ,  ^1  *,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement, par  rapport  à  Oz,  est 

Aap  -f-Bôy  -hCcr, 

quantité  constante,  vu  que  R  etg'M  sont  parallèles  à  Oz. 
Donc  ,  à  cause  de  r=  n , 

(i)  Aap-hBbq  -i-  Ccn  =  l. 

Je  désigne  par  t^la  vitesse  du  centre  de  gravité,  par  z 
son  ordonnée  ]  le  principe  des  forces  vives  donne 

(2)         A  (/?'  -h  7')  -h  C/2'  H-  Ml»'  =  7. g  Uz  +  constante. 

Soit  GO  =  f;  d'où  z= — ^.  Je  supposerai  nulles 
les  valeurs  initiales  de  p ,  ^5  la  valeur  initiale  de  f  est  7, 
celle  de  u  est  zéro  ;  donc  l=:Cn  cos  a,  vu  que  OGP  =  a  au 
commencemen  t 

constante  =  G /!=  —  a^My. 

On  connaît  les  angles  ç ,  ^|/ ,  6 ,  qui  donnent 

a=sindsin^,     6  =:sindcos<py     i;=rcos9^ 
pdt  =  sin 7  sin  d  <iip  4-  cos  9^^ 0, 
^rf/  =  cos(p  sin  0  r/^p  —  sin  if  d  9. 

Ces  dernières  formules  se  démontrent  fort  simplement  par 
la  décomposition  des  rotations. 

Comme ,  de  plus  ,»'  =  —-,  l'équation  (  i  )  devient 


..  (vuquecos9=-, 


,' „^  Ç 

r 


an'  e  =r 


r 
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et  Fëquation  (2)  devient ,  après  élimination  de  d^^i , 

Soient  A  =  MA%  Cn  =  Mft  V^ag"/',  il  vient 

(3)  ^  =  2gU-7)[Ç'-P'-HM7-^)]:(P'+*'-^'); 

le  diviseur  est  >  o  ;  l'équation  ^  —  (3'  -H  X  (7  —  ^)  =  o 
a  pour  racines 

(4)  ^^>±v^v-4>7-H4i, 

quantités  réelles ,  puisque  4  ^7  <  ^'  -H  47*  <  ^'  +  4  Z^'- 

Cela  posé,  si  À7  — /3*  <o,  les  racines  sont  de  signes 

contraires^  la  première  est  X3 ,  ce  qui  est  évident  si 

A  ~  a,S  ^  sinon ,  posons 
d'où ,  vu  que  X  <  2  (3 , 

x'-4>7  +  4P'>{^-2pr 

ou 

4X7>-4^^ 

ce  qui  est  évident.  Ainsi ,  le  numérateur  de  —  est  de  la 
forme 

La  valeur  initiale  de  Ç  est  7 ,  et  ne  saurait  devenir 
>7,  vu  que  l'équation  (5)  deviendrait  <  05  donc  Ç  de- 
vient <C7,  et  le  centre  de  gravité  de  la  toupie  descend. 

Donc—  sera  <Co,  et  ce  point  continue   de  descendre 
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jusqu'à  ce  que  la  toupie  tombe,  ce  qui  change  les  condi- 
tions du  mouvement.  Soit  Xy  — 13*  >  o;  les  valeurs  de 
l'équation  (4)  sont  >  o.  La  première  est  toujours  >  jS; 
la  seconde  est  <^  y.  Cela  est  évident  si  X  <^  ay ^  sinon ,  en 
posant 

X-s/V-4>7H-4p'>27, 
on  trouve 

Donc ,  etc . 

Par  suite,  le  numérateur  de  ~—  est  de  la  forme 

On  voit  que  Ç  ne  sera  jamais  ^  y^  il  commencera  par 
décroître  jusqu'à  y^ ,  mais  ne  pourra  jamais  devenir <^y, 

sans  quoi-— ■  serait  <  o.   Donc,    lorsque  ^my^,  d'où 

—  =  o ,  Ç  augmentera ,  —  sera  >  o ,  et  le  centre  de  gra- 
vité remontera  jusqu'à  Ç  =  y.  Par  conséquent,  G  oscil- 
lera sur  sa  verticale  entre  les  limites  f  =  y ,  Ç  =  yi ,  et  ces 
oscillations  sont  évidenmient  isochrones.  La  durée  d^une 
oscillation  ascendante,  conmie  celle  d'une  descendante, 
est 


X 


y.  2^(Ç-7){Ç'-U  +  >7-n 

Le  point  P  décrira  autour  de  O  une  trajectoire  qui 
sera  renfermée  entre  deux  c  rconférences  de  cercles  ayant 
pour  centre  commun  ce  point  O ,  et  pour  rayons  respec- 
tifs V'p'—yï^^cosa  et  v^/3«  —  y|,  puisque^  =y,f  =  y,, 
sont  les  valeurs  extrêmes  de  Ç.  Cette  trajectoire,  pour 
^  =  y ,  est  normale  au  cercle  intérieur  5  pour  Ç  =  y, ,  elle 
est  tangente  au  ccrclo  extérieur. 
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don 

(6) 


Car ,  pour  le  sommet  du  cône ,  on  a 

.r  =  p  sin  4^  sin  G ,     y  ■=:  —  ^  ces  ^  sin  0  ; 


dy —  cos ^|;  ces  0 . rfG  -f-  sin  ô  sin  ^I;  rf\|/ 

dx         cos  ip  cos  Ô .  r/0  -f-  sin  0  cos  ^  d^ 


.    ^0 
mais  -r-  =: 
dt 


dX. 


AT 

et  -7-  est  de  la  forme 


dt    p  sin  e      dt 

E  s'annulant  avec  f  =  y^ ,  mais  non  avec  ^  =  y. 
d^       C/i(7  — ç)  .  /  v\  ï? 

dt  ="     pAsin>0^  "I^^  J^  représente  par  (y  —  ^)  F,  et 

réquation  (6)  devient 

rf/  _  —  cos  ^|/  cos  0 .  E  (  7  ~  Ç  )  '  H-  (  7  —  0  sin  9  sin  >{; .  F 

sin4»cosG.E(7  — Ç)^H-(7  — ^sin®  co*^  F 

—  cos^<cos8.E»+  (7  —  ^)Singsin^^>.F 

—  '        Y  .. 

sin>!;  cosO.E  -H  (7  —  Ç)'sî°  Ocosi|<.F 

dV 
En  A  {fig,  Q)où^  =  y,-£  =  — cot^; 


<ilr 


En  C  OÙ  f  =  y, ,  E  s'annule  et—  =  tang  tp. 

Mais  ^p  est  l'angle  (yîg".  2)  que  fait,  avec  Ox,  la  trace 
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du  plan  x,^i  sur  ocj' ^  trace  qui  est  perpendiculaire 
à  OP,  vu  que  les  plans  Xi  ji  et  xj  étant  perpendiculaires 
au  plan  GOP,  leur  intersection  est  perpendiculaire  à  GOP, 
et,  par  suite,  à  GO.  Si  donc  on  pose  POx  =  x  »  ^^^  * 


donc  en  A  (fig^  2), 
en  C, 


x  =  -^-f-+; 


dy 

--=:— cotx  C.  Q.  F.  D. 

dx 


La  trajectoire  se  composera  de  branches  telles  que  la 
courbe  ACA',  qui  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  Ces 
branches  seront  en  nombre  iini  ou  infini ,  selon  que  Tare 
AEA'  est  commensurable  avec  la  circonférence  ou  non. 

La  symétrie  résulte  de  ce  que  a:*  -\-y^  =  jS*  sin*  0  re- 
prend les  mêmes  valeurs  avec  0,  ainsi  que  rfip  avec  rfÇ. 

La  vitesse  angulaire  w  donne 

Elle  a  son  maximum  avec^  =  yi  et  —  =  o?  lorsque  G  est 

(Jig'  i)  à  la  limite  inférieure  de  sa  course-,  le  minimum 
est  /},  et  a  lieu  à  la  limite  supérieure. 

Comme  sinw,  Ozj  =  — i-  et  que  />*  -I-7'  est  nul 

dt  ' 

lorsque  y  =  Ç ,  —  =  o,  Taxe  instantané  revient  coïncider 

avec  Ozx^  chaque  fois  que  le  sommet  du  cône  revient  à  la 
circonférence  OA.  Lorsque  ce  sommet  est  sur  la  circon- 
férence CO  ,  dQ  est  encore  nul ,  et  les  trois  rotations  M. 
d(f ,  d^  se  réduisent  à  deux  dont  les  axes  sont  dans  le  plan 
PGO*,  l'axe  instantané  est  donc  alors  aussi  dans  ce  plan 
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SUR  LE  DEGRÉ  DE  MULTIPLICITË  DES  RACINES; 

Par  m.  F. -a.  BEYNAC, 
Maftre  de  conférences  au  lycée  Loaîs-le-Grand. 


1.  Théorème.  Si  une  équation  a  un  terme  indépen- 
dant  de  r inconnue  ^  cette  équation  ne  peut  a^oir  des 
racines  dont  le  degré  de  multiplicité  soit  égal  ou  supé- 
rieur au  nombre  de  ses  termes. 

Démonstration.  Une  telle  équation  ne  peut  avoir  de 
racines  nulles.  Supposons  que  le  théorème  soit  démontré 
pour  ime  équation  ayant  n  termes  j  je  dis  que  le  théorème 
subsiste  aussi  pour  une  équation  ayant  n  H-  i  termes.  Car, 
si  cette  dernière  équation  avait  une  racine  dont  le  degré 
de  multiplicité  fût  égal  ou  supérieur  à  /i  H-  i ,  la  dérivée 
qui  n'a  plus  que  n  termes  aurait  donc  cette  même  racine, 
d'après  la  théone  connue ,  avec  un  degré  de  multiplicité 
égal  ou  supérieur  à  n^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Or,  le  théorème  est  évident  pour  des  équations  à  deua: 
termes   Donc,  etc. 

2.  Théorème.  Si  un  nombre  entier  est  racine  multiple 
d 'une  équation  n  ayant  que  des  coefficients  entiers  et  l 'u- 
nité  pour  premier  coefficient ,  une  puissance  de  ce  nombre 
marquée  par  le  degré  de  multiplicité  dït^ise  le  dernier 
terme  de  l'équation,  et  les  puissances  inférieures  succes- 
sives (Us^isent  respectivement  les  coefficients  de  a: ,  a:* ,  etc. 

Démonstration.  Soit 

/c  =  j:"H-C,«-,JC-"'-i-  C«._,x"-^-|-...H-C2X>--|-C,ar-hCo. 

Soit  n  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine  «^  le  poly- 
nôme /(x),  divisé  par  [x  —  a)",  donne  pour  quotient 
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un  polynôme  entier  de  degré  m  —  «;  représentons  ce 
polynôme  par  y  (x) ,  de  sorte  que 

<px  =  Jc"~»-+-D^,_,a;^"-'H -f-D,ar»H-D|4:-hl)„ 

et 

4i{x)  =  (x  — a)-  =  j:"-|-E«_,ax— »H-E,^_,a»x^»H 

ainsi  on  a  Tidentité 

Egalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  on 

obtient 

Co=D,E.a-, 

C,  =  D,E.a" H-  D.E ,  a»- ', 

C,  =  D,E.a"  ^-  D,E ,  a"-  •  -+-  D.E,a«-% 


Les  quantités  C ,  D ,  E  étant  des  nombres  entiers ,  il 
s'ensuit  que  Co  >  Ci ,  Ci ,  etc. ,  sont  respectivement  divi- 
sibles par  a",  a"-S  a""*,  etc.  C.  Q.  F.  D. 

Observation,  a  et  n  étant  connus,  le  même  système 
d'équations  donne  les  valeurs  des  quantités  D-,  car  les 
quantités  E  sont  des  coefficients  binomiaux  connus. 

Observation,  On  peut  étendre  cette  méthode  aux  ra- 
cines commensurables  fractionnaires. 

Théobème.  Si  une  équation  réciproque  a  des  racines 

multiples ,  la  transformée  en  x  -f-  -  en  a  aussi  au  même 

degré  de  multiplicité. 

En  eifet,  soit  a  une  racine  quelconque  de  l'équation 
réciproque 

-   sera  aussi  racine,  el  f(x)  est  divisible  par 

(x-cc){x-^y 
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Or, 

=  .[(.  +  !) -(«  +  1)1 

Si  n  désigne  le  degré  de  l'équation,  y (x)  sera  com- 
posé de  -  facteurs  de  cette  forme.  Or ,  pour  passer  de 
cette  équation   à  la  transformée,    il  faut  diviser  y  (a:) 

n 

par  x^  ,  ce  qui  revient  à  diviser  chaque  facteur  par  x , 
puisque  leur  nombre  est—  La  transformée  se  composera 
donc  de  facteurs  de  la  forme 

Cela  posé ,  soit  p  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a\ 
f  (a:)  =  o  admettra  aussi  p  fois  la  racine  -  >  et  le  premier 
membre  de  Téquation  sera  divisible  par 

(,_.),X  (x-l)'=x.[x  +  l-  (-+  ^)J- 

n 

Après  la  division  par  x^,  il  restera  dans  la  transformée 
en  a:  +  -  le  facteur 


[(-^(-:)]' 


Donc  la  transformée  a  des  racines  multiples  au  même 
degré  de  multiplicité  que  la  proposée. 
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DEMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  M.  STRKBOR 
SUR  LES  PARABOLES  HOMOFOGALES; 

Par  m.  p.  SERRET, 

Élève    de    Técole    Normale. 


Lemme  1.  Soient,  dans  un. même  plan,  une  droite  L 
et  un  axe  ox  sur  lequel  est  pris  un  point  fixe  p.  Menons, 
du  point  fixe  o ,  un  rayon  vecteur  ol  de  la  droite  L  ;  puis, 
par  le  même  point  o,  menons  une  droite  om  qui  fasse, 
avec  ox ,  un  angle  mox  double  de  Tangle  lox ,  et  portons 
enfin ,  sur  cette  droite  om ,  une  longueur  om  proportion- 
nelle au  carré  du  rayon  vecteur  ol  l  om  =  —  | . 

L'extrémité  m  de  cette  droite  om  décrira  une  parabole 
ayant  son  foyer  au  point  o.  (Chasles,  aperçu  historiquey 
page  852.) 

Démonstration.  En  se  servant  des  coordonnées  po- 
laires, on  reconnaît  immédiatement,  dans  Téquation  de 
la  courbe  dérivée,  l'équation  d'une  parabole  dont  le 
foyer  est  l'origine ,  c'est-à-dire  le  point  fixe  o. 

Observation .  Étant  données  plusieurs  droi  tesL,  L',  etc., 
sur  un  plan;  si  nous  appliquons  à  ces  droites  la  transfor- 
mation du  lemme  i  ,  relativement  au  même  point  o  et  au 
même  axe  ox,  nous  obtiendrons  des  paraboles  P,  P',etc. , 
ayant  leur  foyer  en  o ,  et  que  nous  appellerons  correspon- 
dantes des  droites  L ,  L',  etc. ,  dans  le  même  système  mé- 
tamorphique, 

Lemme  2.  L'angle  sous  lequel  se  coupent  deux  para- 
boles homofocales  est  égal  à  i*angledes  droites  auxquelles 
elles  correspondent. 

Démonstration.  En  efl'el,  i°  l'angle  de  deux  paraboles 
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homofocales  est  moitié  de  l'angle  de  leurs  axes  focaux^ 
2**  on  peut  voir  immédiatement,  par  1  équation  de  la 
parabole  correspondante  à  une  droite  L,  que  l'angle  des 
axes  de  deux  paraboles  homofocales  est  dotible  de  Tangle 
des  droites  correspondantes.  La  même  chose  s'aperçoit 
plus  facilement  encore  par  des  considérations  géomé- 
triques. Donc  l'angle  des  droites  est  bien  égal  à  l'angle 
des  paraboles  correspondantes. 

Conséquences,  i^.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que 
tous  les  théorèmes  de  collinéation  sur  des  droites  s'ap- 
pliquent immédiatement  aux  paraboles  homofocales.  Pre- 
nant ,  en  particulier ,  les  théorèmes  connus  sur  les  hau- 
teurs et  les  bissectrices  d'un  triangle,  on  retrouve  les 
théorèmes  énoncés  par  M.  Strebor  (voir  t.  VII,  p.  397). 

a^.  Dans  le  système  métamorphique  actuellement  con- 
sidéré, à  un  cercle  dans  le  système  primitif  correspond 
un  ovale  de  Descartes  dans  le  système  dérivé  [Aperçu 
historique,  note  XXI ,  page  35 1  ) .  Donc ,  invoquant  l'éga- 
lité des  angles  inscrits  dans  un  même  segment  de  (cercle , 
on  a  le  théorème  suivant,  donné  par  M.  Strebor. 

Théoeeme.  Si  deux  arcs  de  paraboles  circonfocales 
passent  respectii^ement  par  deux  points  fixes  et  se  cou- 
pent sous  un  angle  constant,  leur  point  d'intersection 
décrira  un  os^ale  de  Descartes, 

Observation.  Tous  les  théorèmes  précédents  sont  con- 
tenus dans  la  note  XXI  (pages  35o-352)  de  V Aperçu 
historique  de  M.  Chasles.  La  dernière  proposition  y  est 
énoncée  tout  au  long,  à  cette  seule  diflërence  près,  que 
l'angle  des  paraboles  est  remplacé,  dans  l'énoncé,  par 
l'angle  de  leurs  axes-,  ce  qui  revient  au  même,  comme  nous 
l'avons  dit.  Quant  au  lemme  2 ,  il  est  aussi  renfermé  im- 
plicitement dans  la  même  note. 


Amr.  deMathémat.j  t.  IX.  (Septembre  i85o.)  'it 
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SOLUTION  BE  LA  OUBSTION  «3 

(Toir  I.  II.  p.  187), 

ET  NOTE  SUR  LES  TRANSVERSALES  SPHÉRI^S 

(▼Olr  t.  VII,  p.  Mt); 

Par    m.     l'abbk     JULLIEN, 
Professeur  de  raathématiquos. 


Deux  triangles  sphériques  ABC,  A'B'C,  situés  sur 
une  même  sphère,  sont  tels,  que  les  arcs  de  grand  cercle 
A  A',  BB',  ce  concourent  en  un  même  point  S  \  les  inter- 
sections de  AB  a\^ec  A'B',  de  AC  ai^ec  A'C\  de  BC  ai'ec 
B'  C,  sont  sur  un  arc  de  grand  cercle.  (Fikck.  ) 

Puisque  la  théorie  des  transversales  rectilignes  peut 
être  transportée  dans  la  géométrie  sphérique ,  pourvu  que 
Ion  change  les  lignes  droites  en  arcs  de  grands  cercles, 
et  que,  dans  les  relations  entre  les  segments ,  on  substi- 
tue aux  segments  leurs  sinus ,  on  a  ,  en  considérant  les 
triangles  ABS,  ACS,  BCS  et  les  transversales  A'B',  A'C. 
B'C,  et  les  intersections  D,  E,  F  de  AB  et  A'B',  AC  et 
A'C,  BCetB'C, 

sin  AD.sin  A'S.sin  BB'  =  sin  AA'.sin  B'S.sin  BD, 
sin  CE. sin  C'S.sin  AA'  =  sin  CC.  sin  A'S.sin  AE. 
sin  BF.  sin  B 'S.  sin  CC'=  sin  BB'.  sin  C'S.sin  CF; 

d^où  Ton  tire ,  par  la  multiplication , 

sin  AD .  sin  CE  sin  BF  =  sin  BD .  sin  AE .  sin  CF. 
Les  points  D ,  £ ,  F  sont  donc  sur  un  même  arc  de  grand 
cercle. 

Ce  théorème  est  connu  dans  la  géométrie  plane  et  rec- 
tiligne. 

M.  Brianchon  [Journal  de  l'École  Polytechnique, 
i3*  cahier,  page  229)  considère  ce  dernier  théorème 
comme  un  cas  particulier  du  théorème  suivant  : 
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Si  Von  trace  un  triangle  sur  la  surface  extérieure  d 'une 
pyramide  triangulaire  y  et  quon  mène  les  diagonales 
des  trois  quadrilatères  formes  sur  les  faces  de  la  pyra-- 
mide  par  ses  arêtes ,  /  'intersection  de  la  base  et  le  côté 
du  triangle  y  le  plan  de  la  base ,  le  plan  du  triangle  et  le 
plan  conduit  par  les  intersections  des  diagonales  dans 
chaque  quadrilatère ,  se  coupent  suii^ant  une  même  ligne 
droite. 

En  eflFet,  de  celte  proposition,  il  résulte  que  les  inter- 
sections des  côtés  des  triangles  avec  les  côtés  correspon- 
dants de  la  base  sont,  dans  l'espace,  sur  une  môme  ligne 
droite ,  et  si  l'une  des  arêtes  de  la  pyramide  se  rapproche 
indéfiniment  du  plan  des  deux  autres,  ces  trois  intersec- 
tions, qui  seront  à  la  limite  celles  des  côtés  analogues  de 
deux  triangles  ayant  leurs  sommets  sur  trois  droites  con- 
courantes ,  resteront  en  ligne  droite. 

Il  sera  peut-être  utile  aux  élèves  de  montrer  ici  com- 
ment on  établit  la  théorie  des  transversales  sphériques. 

Théorème.  Tout  arc  de  grand  cercle  détermine  ,  sur 
les  trois  côtés  d 'un  triangle  sphériqiw  ou  sur  leurs  prolon- 
gements y  six  segments  tels,  que  le  produit  des  sinus  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
sinus  des  trois  autres. 

Considérons  le  triangle  ABC  et  un  arc  transversal  cou- 
pant les  côtés  AB ,  AC  ,  BC  en  F,  E,  D. 

On  a  ,  dans  les  triangles  AEF,  CDF,  BDF  : 
sin  AE  :  sin  AF  :  :  sin  F  :  sin  E , 
sin  CD  :  sin  CE  :  :  sin  £  :  sin  D, 
sinBF:  sinBD  ::  sinDrsinF; 

d'où  Ton  tire ,  en  égalant  le  produit  des  extrêmes  au  pro- 
duît  des  moyens  et  multipliant, 

sin  AE .  sin  CD .  sin  BF  =  sin  AK ,  sin  CE .  sin  BD. 
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Toute  la  théorie  des  transversales  sphériques  se  déduit 
de  ce  théorème  de  la  même  manière  que  la  théorie  des 
transversales  rectilignes  se  déduit  du  théorème  analogue. 


NOTB  SDR  LE  TRUN6LB  RBGTILIGNB, 
pae  m.  j.  mention. 


Le  but  de  cette  Noté  est  de  mettre  en  lumière  certaines 
propriétés  déjà  connues,  et  d'en  signaler  d'autres  non 
encore  remarquées. 

PREMIERE  PARTIE. 

1 .  Les  points  où  les  bissectrices  coupent  le  cercle  cir- 
conscrit sont  les  milieux  des  distances  des  centres  du 
cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits  (I,  F,  I'',  I"').  On 
le  reconnaît  directement,  ou,  si  l'on  veut,  c'est  une  con- 
séquence de  la  propriété  du  cercle  des  neuf  points. 

Bobillier  (Géométrie,  §  5,  proposition  VI)  s'est  servi 
de  cette  propriété  pour  donner  la  valeur  de  la  distance 
des  centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit ,  vé- 
riflée  par  Simon  Lhuilier  (annales  de  Gergonne ,  tome  I , 
page  149)  assez  péniblement.  Mais  personne  ne  me  paraît 
en  avoir  tiré  le  parti  que  voici. 

Les  milieux  de  I V  et  F'I"' étant  sur  un  même  diamètre, 
comme  les  distances  de  ces  milieux  au  côté  a  sont  égales 
à  ^  (a  —  '•)  et  -j  (|3  -H  7) ,  (r,  a ,  (3,  7  longueurs  des  rayons 
des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits) ,  il  faut  en  conclure 
4  R  z=  a  -H  (3  -h  7  —  /•,  où  R  est  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

R — rf,  R-(-<i  sont  aussi  des  expressions  de  ces  distances  : 
d'où  les  égalités  2R  =  2rf-ha — r,  2R=|3-|-7  —  arf  et 
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deux  autres  de  même  espèce,  dans  lesquelles  d^d\  d"  re- 
présentent les  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit 
aux  trois  côtés  a^b^  c.  Ajoutant  ensemble  les  égalités 
d'une  même  espèce  et  tenant  compte  de  la  valeur  ci-dessus 
dea-f-(3-f-7  —  r,on  arrive  à  rf  -h  J'  -h  rf"  =  R  +  r. 

C'est  un  théorème  dû  à  Camot  [Géométrie  de  posi- 
tion y  n**  137),  et  M.  de  Lafrémoire,  dans  son  ouvrage, 
a  donné  la  démonstration  de  Carnot  (page  aS'a).  Les  éga- 
lités précédentes  donnent  lieu  à  quelques  remarques  que 
je  passe  sous  silence. 

2.  Théorème.  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  du  triangle  et  du  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs  sur  les  droites  qui  joignent  les  pieds  de  celles- 
ci  y  sont  des  rayons  du  cercle  circonscrit  au  tiiangle  ou 
de  Vun  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  dont  les 
sommets  sont  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  et  deux 
des  sommets  du  triangle  proposé. 

A.  un  sommet  donné  y  dans  chacun  des  quatre  triangles, 
correspond  la  perpendiculaire  sur  la  droite  joignant  les 
pieds  des  hauteurs  issues  des  deux  autres  sommets, 

Application  aux  triangles  (l'I'^I"^,  II' I"',  ...).  Les 
douze  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  perpendi- 
culaires au  côté  du  triangle,  sont  des  rayons  des  cercles 
circonscrits  aux  triangles  [VV'V%  IVV").  Si  (a,  a)  dé- 
signe le  rayon  du  cercle  a  perpendiculaire  au  côté  a,  il 
faut  ainsi  grouper  ces  douze  rayons  : 

{a y  a),  {by  p),  (c,  7)  passent  par  le  cercle  circonscrit  à  l'I'T' 

(«,r),(r,p),(A,7)  id.  irr 

{by  r),  (r,a),(a,7)  id,  IV V" 

[cy  r),(«,p),(c,«)  id.  iri" 

Corollaire,  L'aire  d'un  triangle  est  égale  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  multiplié  par  le  demi-périmètre  du 
triangle  formé  par  les  droites  joignant  les  pieds  des  per- 
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pendiculaires.  M.  de  Pistoris  (annales,  t.  V,  p.  453; 
arrive  difficilement  à  cette  expression. 

Pour  les  trois  autres  triangles  (AHB,...,),  il  n  y  a 
qu'à  mettre  dans  cet  énoncé  le  demi-pérùnètre  diminui' 
de  l  \ine  des  droites.  H  est  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs. 

^application.  Les  surfaces  des  quatre  triangles  foriDés 
dans  (ITT')  sont  2/7 R,  2(p— a)R,  2(;;— J)R, 
a(;;_c)R. 

Théorème.  La  bissectrice  d'un  angle  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  formé  d'un  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  delà  hauteur  partant  d'un  même  sommet. 

Application.  Construire  un  triangle,  connaissant  les 
longueurs  d^une  hauteur ,  d'une  médiane  et  d'une  bissec- 
trice issues  d'un  même  sommet. 

3.  Des  tangentes  communes.  Outre  les  côtés,  il  y  a 
encore  six  tangentes  communes  aux  systèmes  de  deux  des 
cercles  (r,  a,  P,  y)  dont  les  centres  de  similitude  sont  les 
pieds  des  six  bissectrices. 

Tang  (/',«)  représente  la  tangente  commune  aux  cercles 
(r)  et  (a),  etc. 

Du  théorème  précédent,  je  déduis  fort  aisément  : 

Corollaire,  Ces  six  tangentes  sont  parallèles  deux  à 
deux  et  perpendiculaires  aux  rayons  du  cercle  circonscrit 
issus  des  sommets.  Ainsi  de  tang  (r,  a)  et  tang  (^,  y). 
Alors ,  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  lignes  joignant 
les  pieds  des  perpendiculaires  :  ce  qu'on  voit  directement. 

Les  tangentes  (  r,  a),  (j3,  y)  coupent  le  côté  a  aux  points 
où  les  bissectrices  partant  de  A  le  rencontrent.  Quant 
aux  cotés  &,  c  ,  on  rabattra  sur  chacun  d'eux,  à  la  suite 
du  sommet  A  et  dans  la  direction  de  ses  côtés  pour  la 
première  tangente,  dans  la  direction  inverse  pour  la 
seconde,  les  longueurs  c,  i. 

A  cause  de  cela,  j'appellerai  ces  deux  tangentes,  l'une 
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tangente  commune  directe  relativ^ement  au  sommet  A, 
et  Fautre  tangente  commune  inverse  relatis^ement  au 
sommet  K. 

Théorème.  La  droite  joignant  deux  points  de  contact 
du  cercle  inscrit  ^  la  droite  joignant  les  pieds  de  deux 
perpendiculaires ,  et  celle  enfin  qui  joint  les  points  de 
rencontre  de  deux  bissectrices  ai^ec  les  côtés  opposés, 
vont  concourir  en  un  même  point. 

Soit  Â  le  sommet  mis  de  côte  dans  renoncé.  Pour  dé- 
montrer le  théorème,  on  remarquera  que  la  droite  des 
pieds  est  parallèle  à  la  tangente  commune  inverse  relati- 
vement au  sommet  A  ,  que  celle-ci  cl  la  droite  des  points 
de  rencontre  des  deux  bissectrices,  coupent  le  côté  a  au 
même  point ,  et  enfin  que  la  droite  des  points  de  contact 
est  parallèle  à  la  bissectrice  externe  de  l'angle  A. 


QUELQUES  MOTS  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE; 

Par  m.  LEBESGUE. 


1 .  Puisque  de  nombreuses  propositions  sur  les  figures 
planes  passent  de  la  surface  spbérique  à  la  surface  plane 
avec  ou  sans  modification ,  il  semble  que  les  auteurs  d'E- 
léments de  géométrie  auraient  dû  donner  les  propositions 
vraies  dans  les  deux  cas,  sauf  à  établir  ensuite  la  modifi- 
cation pour  la  surface  plane. 

Ainsi,  de  la  propriété  du  triangle  isocèle,  on  tirera  sans 
difficulté  ce  théorème  : 

Tout  polygone  plan  ou  sphérique  d*un  nombre  de 
côtés  pairs,  cons^exe  et  inscrit ,  est  toujours  tel,  que  la 
somme  des  angles  de  rangs  impairs  est  égale  à  celle  des 
angles  de  rangs  pairs. 
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Cowllaire,  Pour  le  quadrilatère  plan,  la  somme  des 
angles  opposés  vaut  deux  droits,  puisque  la  soimne  des 
quatre  angles  vaut  quatre  droits. 

2.  Théoaème.  Dans  un  triangle  inscrit^  plan  ousphé- 
riqu^,  deux  sommets  A ,  B  étant  fixes  et  le  troisième  C 
mobile,  la  somme  A  -f-  B  —  Cest  constante. 

Gela  se  tire  facilement  de  la  proposition  du  triangle 
isocèle. 

Corollaire.  Pour  le  triangle  plan,  C  est  constant 
puisque 

A  +  B  — C     et     A  +  B-|-C=:2rf 

sont  des  quantités  constantes. 

3.  Il  serait  facile  de  multiplier  les  théorèmes  sur  les  po^ 
lygones  inscrits  et  circonscrits.  Je  me  borne  à  faire  voir 
comment  le  théorème  précédent  donne  de  suite  un  thA)- 
rème  de  Lexell  sur  les  triangles  sphériques  équivalents. 

Pour  que  l'aire  du  triangle  sphérique  ABC  de  base 
donnée  AB  soit  constante ,  il  faut  qu'en  représentant  par 
A ,  6 ,  C  les  axes  de  grand  cercle  qui  mesurent  les  angles 
A,  B ,  C ,  et  par  4  Q  la  circonférence  du  grand  cercle,  on 
ait 

A-î-BH-C  — 4Q 
constant . 

Or  si  Ton  conçoit  les  diamètres  AOA',  BOB',  où  O  est 
le  centre  de  la  sphère;  dans  le  triangle  sphérique  A'B'C, 
on  aura  évidemment 

A  =  2Q— A',     B  =  2Q— B'; 
de  sorte  que 

A -hB -l-C  —  4Q  =  C  — (A'-f.  B'). 

Ce  qui  montre  que  le  triangle  CA'  B',  qui  a  deux  sommets 
iîxes,  est  inscrit  dans  le  même  cercle ,  quel  que  soit  k 
point  C. 
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En  efl'et, 
C  =  A'CP  H-PCB'=:  CA'P  4-  CB' F  =  A'  4-  B'  4-  aPA'B', 

où  P  est  le  pôle  du  triangle  CA'B',  i 

C  — (A'  +  B')  =  2PA'B', 

ce  qui  détermine  le  pôle  indépendamment  de  toute  posi- 
tion particulière  du  point  C. 

Cette  démonstration  revient,  je  crois,  à  celle  de 
M.  Steiner  {voir  tome  IV,  page  587  5  tome  V,  page  aa). 

4.  De  même,  dans  la  solution  des  problèmes,  les  auteurs 
d'Eléments  auraient  dû  conserver  les  construction»  qui 
s'appliquent  également  aux  figures  planes  et  aux  sphé- 
riques. 

Voici  une  construction  pour  la  tangente  au  cercle  par 
un  point  extérieur  A. 

Construction  d^EucIide. 

Du  point  O  centre  du  cercle,  avec  le  rayon  OA,  décrivez 
le  cercle  concentrique  ;  par  le  point  D,  où  OA  coupe  la 
circonférence ,  menez  la  perpendiculaire  DC  à  OD,  coupant 
la  grande  circonférence  en  C;  tirez  OC  coupant  la  petite 
circonférence  en  B  •,  AB  sera  la  tangente. 

Cette  proposition  s'étend  à  la  sphère,  O  A  et  DC  étant 
des  arcs  de  grands  cercles  perpendiculaires. 

On  donne  ordinairement  une  construction  fondée  sur 
la  propriété  de  Fangle  inscrit ,  on  décrit  un  demi-cercle 
sur  le  diamètre  O  A,  ce  qui  détermine  les  points  de  contact; 
cette  construction  n'est  plus  bonne  pour  la  sphère.  Il 
semble  que  la  construction  d'Euclide,  qui  revient  à  con- 
struire un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  OA , 
aurait  pu  rester  dans  les  Eléments. 


Digitized  by 


Google 


{  33o  ) 


BBLIOGRAPHiB  (*). 


Kléments  de  Géométrie  descriptive  ;  par  M.  J,  Babinet, 
ancien  élève  de  FEcole  Polytechnique,  membre  de 
Uns ti tut,  etc.  Paris,  i85o. 

Voilà  un  livre  destiné  à  réussir  par  deux  raisons  :  d'a- 
bord il  est  bien  fait-,  ensuite  il  vient  à  propos  remplir 
une  lacune  dans  renseignement  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. On  peut ,  en  eifet,  classer  les  ouvrages  consacrés  à 
cette  science  en  deux  catégories  ;  Tune  comprenant  les 
grands  traités  de  Monge,  de  Hachette,  de  M.  Vallée,  de 
M.  Leroy,  de  M.  Th.  Olivier,  et  l'autre  une  série  de 
traités  beaucoup  plus  élémentaires,  destinés  aux  eom- 
mcnçants  ou  à  ceux  qui  doivent  passer  certains  examens. 

Or,  depuis  quelque  temps,  ces  examens  se  sont  éten- 
dus 5  on  exige  beaucoup  plus  des  candidats  aux  diverses 
écoles  publiques.  Par  exemple,  à  l'Ecole  Polytechnique, 
le  cours  de  géométrie  descriptive  proprement  dite  a  été 
relégué  tout  entier  dans  le  programme  d'admission,  et  l'on 
ne  s'occupe  plus  à  l'Ecole  que  des  applications  à  la  coujk.* 
des  pierres,  à  la  charpente,  etc. 

De  là,  urgence  de  fournir  aux  jeunes  gens  un  traité 
plus  complet  que  les  livres  de  la  seconde  catégorie,  et 
plus  élémentaire  que  les  grands  ouvrages  des  maîtres  dont 
je  viens  de  parler. 

Tel  parait  avoir  été  le  but  principal  que  s'est  proposé 


f  *  )  Tous  les  ouvra{jes  annoncés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  U^thê- 
matiqaes  se  trouvent  chez  M.  bACHELiER,  libraire ,  quai  des  Augustins- 
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M.  Babinet  en  écrivant  ce  nouvel  ouvrage.  M.  Babinet 
n'a  jamais  professé  la  géométrie  descriptive,  et  peut-être 
s'en  apercevra-t-on  au  style  de  son  livre;  mais,  en  sa 
qualité  d'examinateur  à  l'Ecole  Polytechnique  ,  il  a  pu, 
mieux  que  bien  des  professeurs,  juger  des  difficultés  spé- 
ciales que  ce  genre  d'études  présente  aux  élèves ,  des  idées 
fausses  qu'ils  se  font  souvent,  faute  d'avoir  été  avertis,  sur 
une  science  si  différente  de  celles  dont  on  les  occupe  d'or- 
dixiaire  ;  il  a  du  réfléchir  plus  que  personne  aux  moyens 
de  ramener  l'esprit  des  élèves  au  vrai  point  de  vue  où  Ton 
doit  se  placer  pour  bien  apprécier  cet  ensemble  qui  est  > 
à  la  fois,  une  science  et  un  art. 

Là  est  la  source  des  qualités  qui  distinguent  ce  livre. 
Le  point  de  vue  concret,  le  but  pratique  si  essentielle- 
ment propres  à  la  géométrie  descriptive,  y  sont  rappelés 
à  chaque  pas.  Et  si  M.  Babinet  est,  surtout  à  l'Académie, 
un  savant  théoricien  auquel  les  doctrines  les  plus  abs- 
traites sont  familières,  on  se  souvient  néanmoins,  en 
lisant  son  nouveau  Traité,  que  le  célèbre  physicien  a  dé- 
buté par  être  un  officier  d'artillerie,  habitué  à  se  servir 
de  la  science  comme  d'un  outil. 

Quant  aux  difficultés  d'examen,  aux  chicanes  de  détail 
par  lesquelles  on  peut  s'assurer  si  Télève  a  compris  et  s'il 
est  réellement  maître  de  son  sujet,  elles  ont  été  large- 
ment traitées.  L'auteur  ne  cherche  pas  à  tout  dire,  on 
ne  viendrait  point  à  bout  d'épuiser  les  difficultés;  mais  il 
insiste  sur  les  moyens  généraux  de  les  résoudre  toutes , 
et  n'épargne  pas  les  exemples.  Parmi  ceux-ci,  on  remar- 
quera bon  nombre  de  questions  nouvelles  élégamment  ré- 
solues pour  la  plupart.  Sans  doute  l'élève  éprouvera  quel- 
que peine  h  se  familiariser  avec  la  manière  conéise  et 
parfois  trop  brève  de  M.  Babinet;  il  en  voudra  à  l'auteur 
de  n'avoir  pas  suivi  Tusage,  qui  consiste  à  toujours  pré- 
senter les  données  graphiques  dans  certaines  positions 
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commodes  et  conventionnelles  ;  mais  il  reconnaîtra  bien*' 
tôt  l'avantage  de  cette  manière  à  ses  propres  progrès,  à 
la  facilité  rapidement  acquise  de  répondre  à  tout ,  de  se 
tirer  par  lui-même  des  difficultés  imprévues. 

Après  ces  éloges  que  je  croîs  mérités,  ne  pourraî-je 
aussi  hasarder  quelques  critiques?  Si  elles  sont  fondées, 
l'auteur  pourra  facilement  en  tenir  compte  dans  les  édi- 
tions futures.  Ces  critiques  porteront  sur  trois  points  : 
Tordre  des  matières ,  la  Nouvelle  théorie  du  déveloj^- 
ment  et  l'appendice  qui  termine  le  livre. 

Pourquoi  T tuteur  place- t-il  les  intersections  de  sur- 
faces avant  les  plans  tangents  ?  Je  n'ai  rien  trouvé  dans 
Fouvrage  qui  justifiât  cette  dérogation  aux  usages  établis. 
On  peut  dire ,  à  Tappui  de  l'usage,  que  le  mode  de  contact 
d'une  surface  et  d'un  plan  est  la  première  chose  à  ensei- 
gner ,  après  le  mode  de  génération ,  pour  l'exacte  connais- 
sance de  cette  surface.  Par  exemple ,  l'élève  est  bien  plus 
frappé  de  la  différence  essentielle  qui  existe  entre  les  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré ,  s'il  considère  leurs 
contacts  avec  un  plan ,  que  s'il  étudie  la  nature  des  courbes 
d'intersection.  Celles-ci  peuvent  être  de  même  espèce 
pour  des  surfaces  bien  différentes^  les  contacts,  au  con- 
traire, diffèrent  aussi  profondément  que  les  surfaces 
mêmes.  Ensuite,  pour  représenter  graphiquement  les 
surfaces  et  pour  savoir  où  chercher  les  points  de  leurs 
mutuelles  intersections ,  il  est  bon  de  déterminer  préala- 
blement les  limites  de  leurs  projections;  or  ces  limites 
impliquent  la  considération  des  plans  tangents.  Enfin  sî 
Ton  attache  tant  d'importance  aux  tangentes ,  en  géomé- 
trie descriptive,  n'est-ce  pas,  en  partie,  parce  qu'elles 
guident  l'œil  et  la  main  du  dessinateur  dans  le  tracé  exact 
des  courbes  d'intersection? 

Passons  à  la  nouvelle  théorie  du  développement  ensei- 
s^uéii  par  M.  Babinet.  L'auteur  a  grandement  raison  din- 
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sister  sur  la  méthode  générale  qui  consiste  à  construire 
Fépure  du  développement  par  une  suite  de  triangles  jux- 
taposés dont  les  trois  côtés  sont  mesurés  directement  sur 
l'épure  de  la  surface  développable^  Cela  revient  à  identi- 
fier, en  pratique,  une  telle  surface  avec  un  assemblage 
de  facettes  planes  analogue  à  un  prisme  ou  à  une  pyra- 
mide. Mais  tant  qu'il  ne  s'agira  que  de  cônes  ou  de  cy- 
lindres ,  et  c'est  là  le  cas  ordinaire,  on  préférera  toujours, 
je  pense ,  à  cette  succession  de  triangles  où  un  des  côtés 
doit  être  constamment  fort  petit  et  où  les  erreurs  inévi- 
tables du  tracé  peuvent  s'accumuler  et  devenir  très-sen- 
sibles, on  préférera,  dis-je,  la  construction  habituelle 
par  la  section  auxiliaire ,  droite  dans  le  cylindre ,  sphé- 
rique  pour  le  cône.  Il  ne  faut  pas ,  en  effet ,  oublier  cette 
simple  remarque  pratique  :  le  nombre  des  points  néces- 
saires pour  tracer  une  courbe  à  la  main  est  bien  moindre 
(surtout  quand  on  peut  déterminer  quelques  tangentes) 
que  le  nombre  d'ouvertures  de  compas  qu'il  faut  porter 
sur  cette  courbe  pour  en  déterminer  la  longueur.  Faites 
donc  en  sorte ,  quand  cela  est  possible ,  que  ces  deux  opé- 
rations si  distinctes  ne  se  confondent  pas.  Au  reste,  l'au- 
teur n'a  point  négligé  les  solutions  ordinaires*,  seulement 
il  les  donne  à  contre-cœur. 

Reste  l'appendice ,  où  M.  Babinet  a  renvoyé  l'examen 
de  plusieurs  difficultés  et  quelques  détails  sur  les  rabatte- 
ments ou  sur  les  changements  de  pian  de  projection. 
L'auteur  aurait  mieux  fait,  à  mon  avis  du  moins,  de 
présenter  ces  considérations  très-importantes  dès  le  com- 
mencement du  livre.  Il  a  cité,  à  deux  reprises ,  un  dicton 
attribué  à  l'école  de  Monge  :  «  Apprenez  à  trouver  le 
M  point  de  rencontre  d'une  droite  et  d'un  plan  et  la  dis- 
»  tance  de  deux  points  ^  c'est  là  toute  la  géométrie  des- 
»  criptive.  »  Ne  serait-ce  pas  un  meilleur  conseil  à  donner 
aux  élèves  que  de  leur  dire  :  «  Apprenez  à  changer  de 
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»  pljiii3  de  projection,  et  vous  saurez  lever  toutes  les  dif- 
»  ficultés?  »  Ces  difficultés  tiennent  toutes,  en  effet,  à  ce 
que  les  données  occupent  des  positions  défavorables  par 
rapport  aux  plans  coordonnés*,  il  suffit  de  changer  ceux- 
ci.  C'est  ce  que  savent  bien  tous  les  élèves  formés  par 
notre  éminent  professeur,  M.  Olivier,  dont  les  méthodes 
mériteraient  d'être  plus  largement  introduites  dans  l'en- 
seignement qu'elles  ne  l'ont  été  jusqu'ici . 

Ajoutons,  pour  terminer  cette  critique,  que  M.  Babi- 
uet  aurait  pu,  sans  inconvénient^  supprimer  certains 
problèmes  et  certaines  épures ,  telles  que  la  tangente  à  une 
courbe  quelconque  par  la  singulière  méthode  de  Hachette, 
l'intersection  d'un  tore  par  une  sphère  et  la  spirale  co- 
nique ;  je  regrette  aussi  de  ne  pas  voir ,  dans  la  section 
droite  d'un  cylindre  oblique ,  une  reproduction  plus  fi- 
dèle de  l'épure  maintenant  classique  de  M.  Olivier. 

Si  je  voulais  mettre  autant  de  détails  dans  Fëloge  que 
dans  la  critique ,  cette  analyse  serait  beaucoup  trop  longue. 
Il  y  aurait  à  féliciter  M.  Babînet  de  tout  ce  qu'il  a  dit 
d'excellent  sur  les  raccordements  des  courbes  et  des  sur- 
faces, sur  les  développements  graphiques,  sur  les  ombres, 
la  perspt*ctive ,  etc. ,  surtout  de  ses  conseils  au  lecteur  et 
des  problèmes  d'exercice  qu'il  lui  propose  à  chaque  ps. 
L'auteur  me  parait  avoir  lui-même  résolu  ce  triple  et  dif- 
ficile problème  :  réunir ,  sous  le  plus  mince  format,  tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  familiariser  l'élève  avec  le  véri- 
table esprit  des  méthodes,  sans  perdre  de  vue  les  exigences 
de  l'examen.  Après  avoir  étudié  ce  livre,  l'élève  sera ,  je 
crois ,  parfaitement  préparé  à  tous  les  genres  de  difficultés. 

H.  Faye, 

Membre  de  Tlnstilnt. 
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Leçons  nouvelles  de  Géométrie  élémentaire  5  par 
M.  A,  Amiot[*)^  professeur  de  mathématiques  au 
Lycée  Bonaparte,  à  Paris.  In-8*^,  I-\1I,  338  pages, 
figures  dans  le  texte. 

L'auteur  adopte  la  grande  dichotomie  de  la  science  de 
rétendue  en  géométrie  plane  et  géométrie  de  l'espace, 
division  naturelle  que  M.  Vincent  a  introduite  le  premier, 
à  ce  que  je  crois,  dans  l'enseignement.  Les  sous-divi- 
sions sont  indiquées  par  liWes  et  chapitres. 

Le  livre  I®'  (S-aS)  est  intitulé  :  La  ligne  droite  et  la 
ligne  brisée,  et  il  débute  par  la  recherche  de  la  commune 
mesure  de  deux  lignes  et  de  leur  rapport  :  c'est  la  troi- 
sième proposition  du  dixième  livre  d'Euclide.  Arbogast  a 
eu  l'idée  de  fonder  sur  cette  recherche  la  théorie  des  in- 
commensurables. Legendre  aussi  a  placé  cette  recherche 
en  tôte  de  sa  Géométrie^  mais  sans  en  tirer  peut-être  tout 
le  parti  convenable.  C'est  encore  M.  Vincent  qui  a,  le 
premier,développédidactiquementridéed'Arbogast.Dans 
l'ouvrage  actuel ,  l'exposition  de  cette  doctrine  est  très- 
claire  et  a ,  entre  autres,  le  mérite  de  la  brièveté.  La  même 
locution    sert  aux  démonstrations  du    même  genre,  ce 
qui  donne  des  facilités  à  Tintelligence  et  à  la  mémoire. 
Le  chapitre  III  (i3-i6)  traite  de  la  perpendiculaire  et 
des  obliques,  Nous  croyons  que  ces  théorèmes  font  double 
emploi  avec  les  théorèmes  sur  l'égalité  et  les  inégalités  dos 
triangles ,  objets  du  chapitre  V  ;  il  faudrait  éviter  de  don- 
ner de  simples  corollaires  comme  des  propositions  fon- 
damentales. Le  chapitre  suivant  (17-21)  traite  des  paral- 
lèles, geometrarum  crux.  M.  Gergonne  a  donné  le  sage 
conseil  d'adopter  pour  axiome  que,  par  un  même  point, 
on  ne  peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  une  droite. 

(•)  Ne  pas  confondre  avec  un  homonyme,  aussi  savant  géomètre,  pro- 
fesseur au  lycée  Saint-Louis  {voir  tdme  VI,  page  407.) 
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Pourquoi  faire  de  cet  axiome  le  sujet  d'un  tfiéorème? 
c^est  le  premier  de  ce  chapitre.  It  me  semble  que  le  même 
raisonnement  pourrait  servir  à  démontrer  que ,  par  un 
même  point ,  on  ne  peut  mener  deux  asymptotes  à  Fhy- 
perbole.  Dans  le  chapitre  Vil,  consacré  aux  polygones, 
on  ne  dit  rien  des  polygones  non  convexes.  C'est  une  la- 
cune. On  rencontre  souvent  ce  genre  de  polygones  dans 
les  arts ,  par  exemple ,  en  fortification.  On  peut  consulter 
l'excellent  article  de  M.  Barbet  (page  i83). 

Le  livre  II  (35--72)  est  intitulé  :  De  îa  circonférence 
du  cercle,  La  tangente  est  considérée  comme  la  position 
extrême  d'une  sécante  tournant  autour  d'un  de  ses  points 
d'intersection.  Cette  définition  infinitésimale  est  utile. 
La  mesure  des  angles  dans  le  cercle  Ist  des  problèmes  sur 
des  constructions  diverses  remplissent  les  chapitres  IV, 
V,  VI,  Vn  (49-63).  Le  chapitre  VIII  est  intitulé  :  Poly- 
gones inscrits  et  circonscrits.  En  parlant  du  quadrilatère 
circonscrit ,  on  a  omis  le  quadrilatère  non  convexe  et 
l'observation  si  juste  de  M.  Steiner  (t.  VIII,  p.  367).  Le 
livre  est  terminé  par  trente  problèmes  *,  le  second  a  pour 
objet  de  démontrer  que  la  somme  des  distances  aux  som- 
mets d'un  point  situé  dans  V intérieur  à^xin  triangle  est  com- 
prise entre  le  demi-pérî mètre  et  le  périmètre  du  triangle. 
La  même  propriété  existe  dans  tous  les  triangles  géode- 
siques. 

Le  livre  III  est  intitulé  :  Des  transs^ersales  dans  le 
triangle  (73-126).  Voici  donc  enfin  la  géométrie  seg- 
mentaire  introduite  régulièrement  -,  elle  n'est  plus  relé 
guée  dans  les  recoins  obscurs  d'un  appendice ,  ni  impri- 
mée en  illisibles  caractères  microscopiques.  Les  théorèmes 
sont  exposés  avec  le  même  soin  que  ceux  de  la  géométrie 
ordinaire.  On  considère  les  transversales  dans  le  triangle , 
dans  la  circonférence  ]  la  division  harmonique  et  anhar- 
monique^  les  puissances  de  M.  Steiner 5  les  radicaux  de 
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M.  Gautier,  les  involutions  de  Desargues,  les  centres 
d'involution  de  M,  Cliasles  et  les  polaires  de  la  Hire; 
<î^est  encore  une  heureuse  innovation ,  presrpie  une  har- 
diesse ,  de  citer  des  géomètres  dans  un  ouvrage  élémen- 
taire de  géométrie.  N'est-il  pas  à  craindre  que  les  élèves 
ou  des  élèves  ne  veuillent  les  connaître  ? 

11  est  à  regretter  qu'on  n'ait  pas  fait  usage  de  l'expres- 
sion homo graphique,  si  commode,  si  pittoresque,  et 
d'autant  plus  importante  qu'elle  sert  de  base  à  une  mé- 
thode,  enseignée  aujourd'hui  en  Sorbonne.  Dans  le  cha- 
pitre de  la  sïmilàuJe,  on  parle  du  centre  de  similitude 
d'Euler  etde  Vhomothétie  de  M.  Chasles. 

Ce  livre  est  terminé  par  une  série  de  problèmes  et  de 
lieux  géométriques  très-instructifs.  Il  est  fâcheux  qu'on 
ait  relégué  la  génération  bifocale  du  cercle  dans  un  co- 
rollaire; c'est  une  proposition  fondamentale.  C'est  ici 
l'endroit  où  il  fallait  traiter  de  la  génération  bifocale  des 
coniques  et  de  la  génération  modulaire  (*) ,  qui  com- 
prend aussi  la  parabole  \  car  les  coniques  appartiennent 
aux  éléments  de  géométrie  synthétique  autant  que  le 
cercle  et  la  droite.  Elles  ont  plus  d'importance  et  ne  pré- 
sentent pas  plus  de  difficultés ,  en  se  bornant  aux  pro- 
priétés cinématiqueSy  résultant  de  la  loi  du  mouvement. 

Le  livre  IV  (127-175)  est  intitulé  :  Propriétés  wé- 
triques  des  figures.  Le  théorème  dit  de  Pythagore  est  le 
premier  du  chapitre  II  (page  137).  La  démonstration 
semble  peu  naturelle  :  celle  d'Euclide  me  parait  préfé- 
rable. Le  théorème  IV  donne  Faire  du  triangle  en  fonction 
des  côtés,  par  la  voie  analytique;  Faire  du  cercle  est 
donnée  selon  la  méthode  d'Arbogast,  par  les  limites.  On 
a  omis  ce  théorème  qui  sert  de  fondement  à  cette  théorie  : 

( *)  Les  Anglais  noramcnt  génération  modulaire,  tout  lieu  géométrique, 
résultant  de  foyers,  de  directrices  et  d'un  rapport  (module)  donnés. 
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lorsque^  deux  quantités  constantes  sont  toujours  renfer- 
mées entre  deux  Tariables  dont  la  dîflërence  diminue  indé- 
Gniment,  les  quantités  constantes  sont  ^ales.  ir  est  calculé 
d'après  le  procédé  dit  du  géomètre  allemand  Sf^y^dh,  Il 
est  vrai  que  J.  Schwab  est  né,  en  1763,  à  Mannheim  ou 
aux  environs;  mais  lorsqu^îl  a  publié  son  procédé,  il  était 
citoyen  français,  établi  à  >ancT.  Voici  le  titre  de  son  ou- 
vrage :  Éléments  fie  gcoméirie  ou  la  théorie  de  la  ligne 
droite  et  des  parallèles  est  démontrée  rigoureusement  et 
à  la  portée  des  commençants ,  avec  un  nouveau  moyen 
d'approcher  plus  promptement  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre^  par  •/.  Schwab  ;  première  partie  : 
Géométrie  plane,  Nancy,  181 3,  in-S**  de  107  pages.  L'au- 
teur est  mort  dans  celte  ville ,  le  a3  novembre  de  la  même 
année  (*). 

Le  livre  V  est  le  premier  de  la  géométrie  de  l'espace; 
il  traite  des  angles  solides  et  des  faisceaux  planaires  har- 
moniques et  anharmoniques.  Le  dernier  chapitre,  in- 
titulé ;  Symétrie^  contient  les  trois  dispositions  symé- 
triques, par  rapport  à  un  points  à  un  axe  et  à  un  plan. 

Les  propriétés  projeclives,  cylindriques  et  coniques 
auraient  été  bien  placées  ici. 

Les  deux  derniers  livres  contiennent  les  propriétés  et 
les  mesures  des  surfaces  coniques,  cylindriques  et  sphé- 
riques.  Les  définitions  sont  d'une  grande  généralité  et 
embrassent  les  surfaces  réglées  et  les  surfaces  de  révolu- 
tion. Un  chapitre  spécial  est  consacré  au  triangle  sphé- 
rique;  l'aire  de  ce  tiiangle  est  le  sujet  du  tliéorème  V  du 
livre  \III  (page  817)  :  L'aire  d'un  triangle  spliérùfue  est 


(*)  U  avait  quitté  le  pays  natal  pour  venir  jouir,  en  1793,  de  la  liberté 
illimitée  en  France.  Dès  Bon  arrivée  à  Strasbourg,  il  fut  incarcéré  comme 
suspect  étranger.  Dans  sa  prison ,  il  se  mit  à  étudier  le  français,  en  appre- 
nant par  eopur  tout  le  dictionnaire  :  c'était  sa  manière  d'apprendre  les 
langues. 
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égale  au  produit  fia  rayon  de   la  sphère  par  rare  de 
grand  cercle  qui  mesure  la  somme  de  ses  angles,  dimi- 
nuée de  deux  angles  droits.  Enoncé  clair. 

A  la  suite  de  chaque  livre  on  trouve  des  problèmes  et 
des  lieux  géométriques  très-instructifs. 

Dans  les  ouvrages  de  géométrie ,  chaque  théorème  s'ap- 
puyant  sur  des  précédents  est  rempli  de  citations  de  ces 
précédents.  Dans  les  Leçons  nou\*ellcs^  on  ne  rencontre 
aucune  citation  de  ce  genre  ;  c'est  une  singularité. 

Au  résumé,  nous  possédons  enfin  un  Traité  didactique 
où  l'on  peut  apprendre  la  géométrie ,  non  pas  telle  qu'elle 
était  en  1800,  mais  telle  qu'elle  est  m  i85o.  Etudier  ce 
Traité  est  un  excellent  moyen  de  se  préparer  aux  exa- 
mens. Est-ce  le  meilleur  moyen  de  s(^  préparer  aux  exa- 
minateurs? je  Tignore  (*).  Lorsque  tant  d'ouvrages  élé- 
mentaires, semblables  à  l'hirondelle,  présentent  Ixîaucoup 
d'envergure  et  peu  de  corps,  nous  avons  ici,  au  con- 
traire, sous  un  petit  volume,  de  grandes  richesses.  Pro- 
fitons-en; mettons-nous  à  l'étude,  et  ne  justifions  pas 
cette  assertion  de  Jean-Jacques ,  que  nous  préférons  tou- 
jours une  mau\aise  manière  de  savoir  à  une  meilleure 
manière  d'apprendre. 


\*)  On  1110  dit.  relata  rcfcro ,  que  cette  année  1  os  queslions  d'examen 
pour  rÉcole  Pol}'tochniquc  sont  d'une  simplicité  primitive.  Sur  la  pente  où 
nous  sommes,  je  no  désespère  pas  de  voir  prescrire  des  questionnaires  avec 
les  réponses  stéréotypées  pour  toute  espèce  d'examen.  Cette  forme  de  ca- 
téchisme convient  même  k  un  siècle  qui  aime  tant  à  balbutier  le  langaf^f 
et  à  grimacer  les  dehors  de  la  piété.  Ta^oi  xixcfixficvM. 
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NOTE  SUR  LE  PROBLÉilE  DU  BILLARD  CIRCULAIRE; 

Par  m.  Abkl  TRANSON. 


Une  bille  étant  placée  sur  le  plan  d'un  cercle ,  dans 
quelle  direction  faut-il  la  lancer  pour  qu^ après  deux  ré- 
flexions sur  la  circonférence,  elle  revienne  au  point  de 
départ  ? 

Ce  problème  a  été  résolu  géométriquement  par  Léon 
Anne  dans  le  premier  volume  des  Nouvelles  Annales. 
page  36 ,  mais  pour  le  cas  seulement  où  le  point  de  départ 
est  dans  Tintérieur  du  cercle.  En  traitant  la  question  plu> 
généralement,  on  rencontre  quelques  circonstances  qui 
méritent  d'être  notées. 

Je  prends  pour  inconnue  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  la  direction  que  la  bille  devra  suivre.  On 
obtient  alors  l'équation 


\         2a/         2 


où  r  est  le  rayon  du  cercle,  et  a  la  distance  du  point  d«' 
départ  au  centre.  Ainsi  on  aura  à  construire  un  rectangl» 

dont  la  surface  est  — ^  et  dont  les  côtés  ont  entre  eux  1- 

2 

différence  de  longueur  exprimée  par  — 

Ces  deux  côtés  représentent  les  racines  toujours  réellr- 
de  Téquation  précédente.  Mais  si  a  est  plus  petit  que  r 
c'est-à-dire  si  le  point  donné  est  dans  Tintérieur  du  cerck 
l'un  des  deux  côtés  du  rectangle  est  toujours  moindre  qt 
a,  et  l'autre  toujours  plus  grand.  De  sorte  que,  d'apn- 
•la  signification  même  de  l'inconnue,  la  question  prop- 
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sée  ne  peut  être  résolue  que  d'une  seule  façon.  Au  con- 
traire ,  si  le  point  donné  est  extérieur ,  c'est-à-dire  si  a 
est  plus  grand  que  r ,  alors  les  deux  valeurs  de  x  sont 
moindres  quer,  et,  par  conséquent,  il  y  a  deux  solutions 
bien  distinctes  ;  ce  dont  on  se  rendra  compte  aisément 
par  la  considération  de  la  figure.  Mais  alors  il  faut  con- 
sidérer le  point  donné ,  appelé  point  de  départ^  comme 
un  point  placé  sur  la  direction  de  la  bille ,  et  devant  en- 
core s'y  trouver  après  deux  réflexions  successives.  Cepen- 
dant ,  en  supposant  ouverte  la  bande  du  billard  circulaire, 
on  pourrait  réaliser  l'une  au  moins  de  ces  deux  solutions 
dans  le  sens  précis  de  l'énoncé  du  problème. 

Appelons  C  le  centre  du  cercle ,  A  le  point  de  départ  d<» 
la  bille  situé  à  Textérieur  du  cercle,  et  B  le  point  de  la 
circonférence  entre  A  et  C  sur  la  ligne  qui  joint  ces  deux 
points. 

Si  le  rayon  CB  se  trouve  être  le  plus  grand  segment 
de  la  distance  CA  partagée  en  moyenne  et  extrême  raison, 
et  si ,  du  point  A  comme  centre  avec  CB  pour  rayon ,  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  don- 
née au  point  D  ;  la  bille ,  lancée  dans  l'intérieur  du  cercle 
sous  la  direction  AD,  y  décrira,  par  ses  réflexions  suc- 
cessives, un  décagone  connexe  dont  deux  côtés  seront 
dirigés  vers  le  point  A. 

Si  le  rayon  CB  se  trouve  être  le  plus  petit  segment  de 
la  distance  CA  partagée  en  moyenne  et  extrême  raison ,  et 
si ,  du  point  A  comme  centre ,  et  pour  rayon  le  côté  du 
pentagone  étoile  inscrit  à  la  circonférence  donnée,  on  dé- 
crit une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  don- 
née au  point  D  ;  la  bille  lancée  dans  la  direction  AD 
parcourra  dans  le  cercle  un  pentagone  com^exe  dont 
deux  côtés  seront  dirigés  vers  A. 

Ces  deux  propriétés  sont  analogues  à  celles  qui  ont  été 
démontrées  dans  l'article  çi-dcssus  cité ,  relativement  à 
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deux  situations  particulières  du  point  A  dans  Vintêrieur 


du  cercle. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  POUR  LES  LYCÉES,  EN  1850 

(Toir  t.  VIII,  p.  894). 


1*^.   Composition  d* analyse. 

Si  une  courbe  à  double  courbure  a  sa  première  cour- 
bure constante ,  le  lieu  des  centres  de  courbure  se  confond 
avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe  des 
plans  normaux ,  et  réciproquement. 

2*'.  Composition  de  mécanique. 

\^.  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  une  courbe  liée  invariablement  à  un 
axe  vertical ,  autour  duquel  elle  tourne  d'un  mouvement 
uniforme  ;  on  demande  à  quelle  condition  la  courbe  doit 
être  assujettie,  pour  que  le  point  glisse  d'un  mouvement 
uniforme. 

2**.  Une  droite  sur  laquelle  peut  glisser  un  point  ma- 
tériel pesant  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour 
d'un  axe  horizontal  auquel  elle  est  liée,  mais  qu'elle  ne 
rencontre  pas  ;  déterminer  le  mouvement  du  point  sur  la 
droile. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES 

(ToIr  p.  S8S). 


\ .  Deux  surfaces  algébriques  se  coupent  suivant  une 
ligne  dont  la  projection  sur  un  plan  est  d'un  degré  mar- 
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que  par  le  produil  des  nombres  qui  indiquent  les  degrés 
des  surfaces. 

Observation,  Dans  des  cas  parliculiers ,  plusieurs 
branches  de  la  ligne  d'intersection  peuvent  se  superposer, 
se  transposera  Tin iini,  etc.  ^  circonstances  qui  diminuent 
le  degré,  le  cas  général  donnant  une  limite. 

2.  Trois  surfaces  algébriques  ont  en  commun  un 
nombre  de  points  égal  au  produit  des  trois  nombres  qui 
indiquent  les  degrés  des  trois  surfaces. 

Observation  I.  La  même  que  la  précédente. 

Observation  II.  Bezout,  le  premier,  a  énoncé  et  dé- 
montré cette  proposition,  fondée  sur  la  théorie  de  l'éli- 
mination que  Ton  doit  à  Tillustre  examinateur;  théorie 
des  polynômes  multiplicateurs^  la  plus  philosophique  que 
Ton  ait  jamais  donnée  sur  cette  matière,  et  qui  comprend, 
comme  cas  particulier,  tous  les  procédés  que  Ton  a  don- 
nés depuis.  (  Théorie  générale  des  équations  algébriques , 
page  33;  1779.) 

Observation  III.  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  que  la 
surface  est  de  degré  n. 

3.  Théorème  segmentante  de  Newton,  Par  un  point  O 
dans  l'espace ,  on  mène  deux  transversales  de  directions 
données.  Chaque  transversale  forme  n  segments  à  comp- 
ter du  point  O;  le  produit  des  segments  formés  par  la 
transversale  de  la  première  direction,  divisé  par  le  pro- 
duit des  segments  de  la  seconde  transversale,  donne  un 
quotient  constant  quel  que  soit  le  point  O. 

Démonstration.  Si  les  quatre  transversales  sont  dans 
un  même  plan,  ou  rentre  dans  la  proposition  II  des 
courbes  planes  (page  a83}.  Si  les  transversales  sont  dans 
deux  plans  parallèles,  il  suffit  de  rapporter  la  surface  aux 
sécantes  conmie  axes  (t.  III,  p.  5ii). 

4.  Théorème  segmentaire  de  Camot.  Soit  un  polygone 
plan  ou  gauche  de  p  côtés;  soient  Aj ,  Ai ,  . . . ,  A^  les 
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sommets  consécutifs  du  polygone.  Considérant  Ai ,  Ât..., 
Ap  successivement  comme  des  points  fixes,  les  sécantes 
Al  A,,  At  A, ,...,  Ap_iAp,formerontchacunensegments, 
et,  en  tout,  pn  segments*,  relativement  aux  points  fixes 
Al,  A^,  A^_i,...,  As  et  aux  sécantes  Ai  A^,  A^  Ap.i,..., 
As  Al ,  on  aura  pn  autres  s^ments  dont  le  produit  est 
égal  au  produit  des  pn  premiers  segments. 

Démonstration,  La  même  que  pour  les  courbes  planes 
[voirioxae  IV,  page  Saô). 

Observation.  Nev?ton  et  Camot  n'ont  pas  énoncé  ces 
théorèmes  explicitement. 

S.  Surface  centrale  segmentaire  de  M.  Grassmann, 
professeur  à  Stettin.  (Crelle,  tome  XXIV,  page  262, 
1842.) 

Soit 

(i)  F„  -h  F„_.  4-  . .  .  -h  F, . . .  -+-F,  =  0 

l'équation  d'une  surface  de  degré  n  ;  F^  est  une  fonction 
homogène  entière  en  or, y,  z  de  degré  r\  par  TorigineO, 
menons  une  transversale  quelconque  coupant  la  surface 
en  n  points ,  et  donnée  par  les  équations 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  i  ) ,  elle  se  change 
en  celle-ci  : 

W  a"/«-f- «"-'/«-.... -t-3'-/,4-...4-/o  =  o; 

dans  cette  équation ,  f  désigne  la  fonction  F^  dans  la- 
quelle on  a  remplacé  x  par  a  ^y  par  & ,  et  z  par  Tunité. 
Prenons  sur  la  transversale  un  point  Q,  et  soient  X,  Y, 
Z  les  coordonnées  de  ce  point  \  on  a 

X=flZ,     Y=bZ. 

Soit  \r  Tun  quelconque  des  n  points  d'intersection  Ii, 
IivM  !«>  faisons  01,,  =  f,  OQ  =  ^-,  nous  aurons  é?i- 
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demment 

Mettant  cette  valeur  dans  Tëquation  (2)  ,^lle  prend  celte 
forme  : 

OÙ  (fr  désigne  la  fonction  F^  dans  laquelle  on  a  remplacé 
x^j^z  par  X,  Y,  Z.  Cette  nouvelle  équation  a  pour  ra- 
cines les  n  segments  OIi , . . . ,  OIn.  Soient  «o  7  «1 7  «t  9  •  • . ? 
(Z„,  n  4-  ï  constantes  données,  et  supposons  qu'on  ait  la 
relation  segmentaire 

OÙ  Sr  désigne  le  produit  des  n  segments  Oit ,...  ,  01,. 
pris  r  k  r-^  or,  en  vertu  de  Féquation  (3) ,  on  a 

remplaçant ^0 9  *m  •  •  •  ?  ^n  par  leurs  valeurs,  dans  l'équa- 
tion (4)  9  elle  se  change  en  celle-ci  : 

(S)  an¥n  -H  «1.-,  F^.-f-. .  .a,Fr  +. .  .aaFo  =  o  ; 

c'est  l'équation  de  la  surface,  lieu  géométrique  du  point  Q 
correspondant  à  la  relation  (4)  ;  on  a  mis  légitimement 
F  au  lieu  de  y. 

Observation»  Cette  surface  segmentaire  est  la  plus  gé- 
nérale de  ce  genre  que  Ton  puisse  avoir  5  car  toute  fonc- 
tion symétrique  algébrique  entre  des  quantités  se  ramène 
à  une  relation  entre  des  produits  combinatoires. 

6.  Problème.  Supposons  que  les  coefficients  «„,  a„.i,... 
jusqu'à  cCr^i  soient  nuls^  alors  la  relation  (4)  se  réduit  a 

on  demande  quelle  relation  il  faut  établir  entre  les  coeffi- 
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cients  a^,  cr^.i,...,  «o  pour  que  les  n  valeurs  de  t  dans 
l'équation  (3)  devenant  égales  entre  elles,  les  r  valeurs 
de  ç  dans  Téquation  (6)  deviennent  aussi  égales  entre 
elles  et  égales  aax  valeurs  de  t;  ces  conditions  satisfaites, 
quel  est  le  lieu  du  point  Q? 

Solution,  Désignons  par  n^^,^  le  nombre  combina- 
toire  de  n  objets  pris  p  h  P't  les  /i  valeurs  de  t  devenant 
égales,  ce  que  nous  avons  appelé  ci-dessus  Sj,  devient 
rij^t^.  Ainsi  la  relation  (6)  doit  s'écrire  ainsi  : 

-4-  ar^tntr^.)  r«-'^'  ^^»  -h .  .  .  =  o , 

car  n(„_|)  =  n^i).  Dans  cette  équation ,  la  somme  des  r  va- 
leurs de  q  prises  p  k  p  est  égale  à 

la  somme  des  valeurs  de  t  prises  p  k  p  est  r^t^'^  donc, 
d'après  la  seconde  condition, 

La  relation  (6)  peut  donc  s'écrire  ainsi  : 

car  le  facteur  arW(r),  étant  consianl,  disparait.  Or 

donc  la  dernière  équation  peut  s'écrire ,  en  ôtaut  le  fac- 
teur commun  (p„ , 

Or 

'"M?^]'     '-''-['-/'][«-'-t-ri 


I 


Digitized  by 


Google 


(347) 
les  crochets  indiquent  des  produits  continuels  ;  donc , 
après  avoir  ôtë  les  facteurs  constants  [/i J  et  [r] ,  l'équa- 
tion se  réduit  à 

Mais 

[.-.](«-4-r+;,),  =  tl=I±£], 

donc,  finalement, 

o 

OÙ  {n  4-  r — p)f,  est  le  nombre  combinatoire  de  n  -H  r — p 
éléments  pris  p  sl  p.  Ainsi  Téquation  du  lieu  cheixhé  est^ 
après  avoir  changé  f  en  F, 

F.  4-  /ï  —  r  +  1   F.-.  4-  ^ \- =!l-i  F.^, 

1  .a 

(/ï  —  r  4- 3)  f/i  —  r-h  a)  f/»  —  r-+- i)  „ 
H r rr-3  4-. .  .=  o. 

I  .2.0 

C'est  cette  surface  que  M.  Grassmann  désigne  sous  le 
nom  de  surface  centrale  d'ordre  /•,  relativement  à  la 
surface  donnée  par  Téqualion  (i)  et  à  Torigine  O, 
nommé  pôle  ^  c'est  une  polaire  successwe  d'ordre  n  —  r 
de  Bobillier  (Gergonne,  tome  XIX,  page  3oa;  1829). 

Corollaire.  La  surface  d'ordre  1  est  un  plan;  c'est  le 
plan  des  centres  harmoniques.  La  surface  d'ordre  2  est 
du  second  degré. 

Obseruation,  La  condition  analytique  de  ce  problème 
correspond  à  celte  condition  géométrique  :  lorsque  tous  les 
points  I|,  Is,...t  I»  S6  réunissent,  les  points  Q  se  réunis- 
sent aux  mêmes  points;  comme  cela  a  lieu  pour  les  divi- 
sions harmoniques .  (  Sutte .  ) 
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IRREBUGTIBILITE 

de  l'équation  X  =  i  -h  a: 4-  . . .  -+-  xf^^  =  0,   p   éUat    11 
nombre  premier 

(Tolr  t.  VIU,  p.  419); 

Par  m.  E.  PROUHET. 


I.  Lemme  1 .  Les  diviseurs  de  X  ne  peuvent  être  que  de 
la  forme  ^  -H  i ,  pour  toute  valeur  entière  de  x  qui  n'est 
pasp  -h  I.  (Théorème  connu.) 

Lemme  2.  Une  congruence  de  degré  n  ne  peut  avoir 
plus  de  n  racines ,  lorsque  le  module  est  premier.  (Théo- 
rème connu.  ) 

Théorème.  X  ne  peut  être  dwisible  par  un  polynômt: 
de  degré  moindre ,  à  coefficients  entiers. 

Démonstration,  Si  un  pareil  diviseur  ©  (x)  pouvait 
exister,  on  aurait,  d'après  le  lemme  1 , 

(p(o)  =/?H-  I,     y(2)=/?-M, 
ç(3)=/;-f-i,...,     ?{/?—  i)  =7^4-1, 
et ,  dès  lors ,  la  congruence 

f(-^)—  I  =Pf 
de  degré  inférieur  à  ^  —  i ,  aurait  p  —  i  racines ,  ce  qui 
est  contraire  au  lemme  2.  Donc  ,  etc. 

Démonstration  du  lemme  i . 

IL  Soit  6  un  diviseur  premier  de  X,  en  sorte  que 

X  =  0; 
on  aura 

Puisque  p  est  un  nombre  premier,  si  x  —  i  n^est  pas 
0,  X''  est  la  première  puissance  de  x  qui  soit  0  4-  i.  Donc  , 
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d'après  le  théorème  de  Fermât,  p  est  un  diviseur  dr 
0  —  I  ,  et  l'on  a ,  par  conséquent , 

^=p-^i.  C.  Q.  F.  D. 

La  démonstration  précédente  est  en  défaut  quand 
X  —  1=6;  mais  cela  ne  peut  arriver  que  si  6  =  ^  ;  en 
effet,  on  a  identiquement 


xP —  I  =  (jr —  I  -hl)'' —  1 
et,  par  suite 


(x_  ,)P+  . . .  +^^£-^  (x_  ,).+p(x_  ,), 


X=(x-i)/-'4-...H-^i^ 'l{x-i)-^p. 

Ce  qui  montre  que  X  et  a:  —  i  ne  peuvent  avoir  d'au- 
tre facteur  commun  que  p ,  et  même  que  X  ne  peut 
jamais  être  divisible  par  />'. 


SOLUTION  DE  U  PREMIÈRE  QUESTION  DU  CONCOURS 
D'A6RÉGÀTI0N 

(  TOlr  p.  S42  )  j 

Par  m.  Jules  ROUGET, 

Professeur. 


Les  équations  qui  donnent  le  centre  de  courbure  sont 

(x'—  x)  dx  -h  (j'  —r)dx^  (z'  —  z)dz  =  0, 

(;p'_  x)  {dyd^z  —  </«/»^)  4-  (/'  — r)  {dzd^x  —  dxdH) 
-4-  (z'—  z)  [dxd^x  —  dyd^x)  =  0, 

dont  les  deux  premières  représentent  deux  plans  nor- 
maux consécutifs  et  la  troisième  le  plan  osculateur  au 
point  x^y  ^  z.  Si,  entre  ces  équations  et  les  deux  équa- 
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tioDS  de  la  courbe  donnée ,  on  élimine  x^jr^z^on  aura 
les  équations  du  lieu  des  centres  de  courbure  :  réquaûon 
de  l'arête  de  rebroussement  s'obtiendrait  en  éliminant  x, 
y  ,  z  entre  les  équations  de  la  courbe  proposée,  les  deux 
premières  équations  ci-dessus  et  Téquation  suivante,  qui 
s^ obtient  en  dîflérentiant  la  seconde,  et  traitant  Tare  s 
comme  la  variable  indépendante 

La  question  revient  donc  à  démontrer  que  cette  équation 
est  vérifiée  par  les  coordonnées  x\  y\  z'  du  centre  de 
courbure,  lorsque  ce  rayon  de  courbure  est  constant, 
c'est-à-dire  lorsque 

[dfd^z--dzd'yy-^'{dzd^X'-'dxd''zy 

-f-  [dxd^y  —  dyd^xy  =  const. , 

ce  qui  est  le  cas  actuel ,  puisqu'en  appelant  p  le  rayon  de 
courbure ,  on  a  toujours 

^  ""  ^(  dfd^'z  —  dzd^X}^  4-  {dzd'x  —  dxd'zf -^{dxd^y-^dyd^x; 

or  on  sait ,  par  des  formules  connues ,  que  les  valeurs  de 
x'  —  oc  ^j' — j ^  z' —  z  relatives  au  centre  de  courbure, 
sont  les  suivantes: 

x'  —  xz=:S--[dY{dYd^x^dxd^y)'^'dz{flzd''x^dxd'z)\, 

y'  ^y  =  -£-j[rf«  [dzd^y  —  rf>Y/»«)  -f-  dx{dxd^y  —  dydx)^, 

z'  —  «  =  J-^ {dx{dxd^z  —  dzd'x)  -h  dyi^dyd'z  —  dzd^y)\ 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation 
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dlc  devient 

(dyd'x  —  dxd'x){€fyd'x  —  dxd'jr) 
-h  [dzd^ y  —  dyd^z)  [dzd"^ y  ^  dyd^z) 
-\-  {dxd^z  -^  dzd^x)(da:d^  z  --  dzd^ x)  z=  o, 

équatioD  difierentielle  exacte  qui ,  intégrée  ,  donne 

(dyd'x  —  dxd'yY-^  {dzd'y  —  dyd'z)^ 

-h  (dxd^z  —  dzd^xy=  const. , 

ce  qui  est  précisément  Thypo thèse.  Cette  hypothèse  est 
donc  nécessaire^  réciproquement,  si  elle  a  lieu,  la  con- 
séquence géométrique  s'ensuit.  (  Foir  tome  VI ,  page  2265 
tome  IV ,  pages  606  et  266  ;  Moigno ,  Calcul  différent lel, 
page  3 14.) 

Cette  solution  nous  a  été  remise  le  23  août  au  matin , 
lendemain  de  la  composition. 

Avis  SUR  LES  CONCOUUS  d'agHÉGATION. 

jNous  donnerons  les  solutions  de  toutes  les  questions 
proposées  dans  ces  concours  jusqu'à  ce  jour,  et  même 
plusieurs  solutions  de  la  même  question,  lorsqu'elles  dif- 
féreront essentiellement.  Nous  engageons  MM.  les  agré- 
gés à  nous  adresser  leurs  travaux,  qui  seront  naturellement 
insérés  de  préférence,  puisqu'ils    ont  l'approbation  du 

jury- 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  221  ET  225 

(TOirt.  IX,  p.  ISO}; 

Par  m.  l'abbé  L.  CLAUDE, 
Du  séminaire  de  Vais. 


Question  224.  n  droites  a,,  «,,...,   a^  forment  un 
faisceau  plan;  n  droites  i,,  ij,.")  b„  forment  un  se- 
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cond  faisceau  plan  ,•  dans  quel  cas  pourra^t-on  donner 
aux  faisceaux  une  position  telle,  que  les  n  intersections 
des  rayons  ai&i,  a«&s,...^  dn^n  soient  sur  une  même 
droite  ?  (  Steiwer  .  ) 

Solution,  Soient  2,,  />,.••  9  '»  ^^  intersections  des 
rayons  ^  prenant  quatre  rayons  dans  le  prenûer  faisceau 
et  quatre  correspondants  dans  le  second  y  il  faut  donc  que 
le  rapport  anharmonique  des  sinus  soit  le  même  de  part 
et  d'autre;  et  lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut 
résoudre  le  problème  d'une  infinité  de  manières  ,  comme 
dans  la  question  223  [^^oir  page  1166). 

Question  225.  Mêmes  données.  Dans  quel  cas  pourra- 
t-^n  donner  aux  faisceaux  une  position  telle,  que  les 
plans  passant  par  les  rayons  «i,  ii,  ai,  A» ,... ,  a„,  i,  se 
coupent  suii^ant  la  même  droite?  (Steiner.) 

Solution.  Lorsque  les  faisceaux  auront  la  position  de- 
mandée ,  il  est  évident  que  les  points  d^intersection  1, , 
/{,...,  i„  seront  dans  l'intersection  des  plans  des  faisceaux, 
c'est-à-dire  en  ligne  droite.  Faisant  tourner  un  des  fais- 
ceaux autour  de  la  droite  z'i  z^...  4,  on  revient  à  la  ques- 
tion précédente  (voir  tome  VI ,  page  68). 


SUR  LE  PROBLÈME  DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE 
PUNS  DONNÉS^ 

Par  E.  catalan. 

(Extrait  de  la  Géométrie  descriptive  de  Lafrémoire,  2*  édition;  1849-^ 


1 .  Si  l'on  suppose  que  les  quatre  plans  qui  composent 
les  faces  d*un  tétraèdre  soient  indéfiniment  prolongés, 
on  pourra  se  proposer  de  chercher  toutes  les  sphères  qui 
touchent  à  la  fois  ces  quatre  plans. 
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Afin  de  déterminer,  en  premier  lieu ,  quel  peut  être  le 
nombre  de  ces  sphères ,  observons  que  le  plan  de  la  base 
ABC  du  tétraèdre,  prolongé  indéfiniment,  forme,  avec 
les  trois  autres  faces ,  six  angles  dièdres  dont  trois  sont 
intérieurs  y  et  dont  les  trois  autres  sont  extérieurs. 

Pour  qu'un  point  soit  également  distant  des  quatre  faces 
du  tétraèdre,  il  faut  qu'il  soit  situé  sur  trois  des  plans 
bissecteurs  de  ces  six  angles  dièdres.  Si  donc  P,  Q,  R 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  intérieurs,  et  que 
P,  Q',  R'  soient  les  plans  bissecteurs  des  angles  extérieurs^ 
il  y  aura  autant  de  sphères  satisfaisant  à  la  question ,  qu'il 
y  aura  de  points  déterminés  parles  combinaisons  suivantes 
des  plans  bissecteurs  : 

P,  Q,  R,  P,  Q,  R',  P,  Q',  R',  ?',  Q',  R'. 

Q,  R,  P',  Q,  R',  P', 

R,  P,  Q',  R,  F,  Q'. 

Le  nombre  de  ces  points ,  et  par  conséquent  le  nombre 
des  sphères  cherchées ,  est  au  plus  égal  à  huit, 

2.  La  sphère  déterminée  par  les  plans  P,  Q,  R, 
c'est-à-dire  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre ,  existe  tou- 
jours. 

Il  en  est  de  même  pour  les  quatre  sphères  déterminées 
par  les  plans 

P,  Q,  R', 
Q,  R,  P', 
R,  P,  Q', 
P',  Q',  R', 

que  l'on  appelle  sphères  ex-inscrites,  et  qui  sont  telles, 
que  chacune  d'elles  touche  une  des  faces  du  tétraèdre  et 
les  prolongements  des  trois  autres  faces. 

Considérons,  par  exemple,  les  trois  plans  bissecteurs 
P',  Q',  R'.  Il  est  évident  que  chacun  de  ces  plans  fait, 

Ann,  de  Maihémat.f  U  IX.  (Septembre  i85o.)  ^3 
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avec  le  prolongement  de  la  face  ABC,  un  angle  dièdre 
aigu;  consëquemment,  ces  trois  plans  ne  peuvent  se  cou- 
per deux  à  deux  suivant  des  droites  parallèles,  de  ma- 
nière à  former  les  faces  d'un  prisme  triangulaire;  donc 
ils  se  coupent  en  un  seul  point ,  centre  de  la  sphère  ex- 
inscrite  suii^ant  la  face  ABC.  La  même  démonstration 
s'appliquerait  aux  sphères  ex-inscrites  suivant  les  trois 
autres  faces ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  leurs  centres 
seraient  donnés  par  les  combinaisons 

P,  Q,  R', 
Q.  R,  P', 
R,  P,  Q', 

des  six  plans  bissecteurs. 

3.  Considérons  maintenant  le  tétraèdre  ABCD  {Jig>  i)« 
et  supposons  que  Ton  prolonge  ses  différentes  faces  ainsi 
que  rindique  la  figure-,  il  est  clair  que  Ton  obtiendra 
deux  espaces  indéfinis  BCEFGH,  ADIKLM,  terminés 
chacun  par  quatre  plans,  et  s'appuyant  sur  les  deux 
arêtes  opposées  BC ,  AD.  Ces  espaces ,  dont  la  forme  est 
assez  bien  indiquée  par  celle  d'un  comble  à  quatre  pentes, 
ont  été  désignés  sous  le  nom  d^ angles  prismatiques  et  de 
biningles.  On  comprend  que,  dans  certains  cas,  une 
sphère  puisse  être  inscrite  dans  un  angle  prismatique.  II 
semblerait ,  d'après  cette  considération ,  que  le  nombre 
des  sphères  inscrites  dans  les  six  angles  prismatiques  ob- 
tenus en  considérant  ces  trois  couples  d'arêtes  opposées, 
puisse  s'élever  à  six;  mais  il  est  aisé  de  démontrer  que 
si  l'on  peut  inscrire  une  sphère  dans  l'angle  prismatique 
BCEFGH,  on  n'en  pourra  pas  inscrire  dans  l'angle 
prismatique  opposé  ,  et  réciproquement. 
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En  effet ,  quelle  que  soit  la  position  de  la  sphère  cher- 
chée 5  son  centre  doit  se  trouver  sur  les  plans  bissecteurs 
des  angles  dièdres  intérieurs  dont  les  arêtes'  sont  AD  et 
BC.  Le  premier  plan  bissecteur  rencontre  l'arête  BC  en 
un  point  U  situé  entre  B  et  C.  De  même,  le  second  plan 
bissecteur  rencontre  AD  en  un  point  V,  situé  entre  A  et 
D.  Le  centre  cherche  doit  donc  se  trouver  sur  la  droite  UV, 
intersection  des  deux  plans  bissecteurs.  Ce  centre  doit 
aussi  se  trouver  sur  le  plan  R',  bissecteur  de  l'angle  dièdre 
extérieur  a^^ant  pour  arête  AB;  d'ailleurs  une  droite  ne 
peut  rencontrer  un  plan  qu'en  un  seul  point  5  donc ,  etc. 

On  peut  observer  encore  que  le  plan  R'  est  extérieur 
au  tétraèdre,  dans  lequel  est  située  la  droite  UV;  donc 

23. 
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le  ceiilie  de  la  sphère  dont  il  s'agit  sera  sur  le  pro^ 
longement  de  UV,  soit  en  O',  dans  l'angle  prismatique 
BCEFGH,  soit  en  O",  dans  Tangle  prismatique  ADIKLM. 

S'il  arrive  que  le  plan  R'  soit  parallèle  à  la  droite  Xj\  . 
a  lors  le  centre  de  la  sphère  est  transporté  à  l'infini ,  ou  plu- 
tôt cette  sphère  n'existe  pas. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  O'  ou  le  centre  O"  par 
Tintersection  du  plan  P  passant  suivant  BC,  du  plaa  R' 
passant  suivant  AB  et  du  plan  bissecteur  ADU,  il  est 
clair  qu  on  pourrait  l'obtenir  au  moyen  de  la  combinaison 
des  plans  P,  R'  et  Q',  en  supposant  que  Q'  soit  le  plan 
bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur  dont  l'arête  est  AC. 
Nous  retombons  ainsi  sur  la  combinaison  P,  R',  Q',  in- 
diquée plus  haut. 

Nous  voyons  donc  que  les  sphères  déterminées  par  les 
combinaisons 

P,  R',  Q', 
Q,  P',  R', 
R,  Q',  P', 

peuvent,  en  tout  ou  en  partie,  ne  pas  exister,  c'est-à-dîre 
que  le  nombre  des  solutions  du  problème  peut  être  réduit 
à  cinq.  Mais  peut-il  s'élever  à  huit^  k  sept  ou  même  à  six:* 
Ces!  ce  qu'il  convient  d'examiner.  Il  faut  bien  remarquer 
en  effet  que ,  dans  les  développements  qui  précèdent,  rien 
ne  prouve  qu  en  général  la  droite  UV  rencontrera  le  plan 
R',  ou,  ce  qui  est  la  même  chose ,  que  les  plans  P,  R',  Q' 
se  couperont  en  un  point  unique. 

4.  Afin  d'éclaîrcir  cette  partie  de  la  question,  nous 
commencerons  par  démontrer  la  proposition  suivante. 

Théorème  I.  Dans  tout  tétraèdre ,  le  plan  bissecteur 
de  chaque  angle  dièdre  partage  Varête  opposée  en 
deux  segments  proportionnels  aux  aires  des  faces  ad- 
jacentes. 

Considérons,  par  exemple  ,  le  plan  AUD ,  qui  divise 
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en  deux  parties  égales  Taiiglc  dièdre  intérieur  dont  Varèle 
est  AD.  Il  s'agit  de  démontrer  que 
BU_C 

cu"~b' 

en  représentant  l'aire  d'une  face  par  la  lettre  qui  indique 
le  sommet  opposé  à  cette  face. 

Projetons  la  figure  sur  un  plan  quelconque,  perpen- 
diculaire à  AD.  Cette  droite  aura  pour  projection  un 
point  I  (Jig.  2);  et  les  plans  ABD,  AUD,  ACD,  étant 
perpendiculaires  au  plan  de  projection,  auront  pour 
traces  des  droites  IB',  lU',  IC  telles,  que  lU'  sera  la  bis-- 
sectncede  l'angle  formé  parlW  et  IC'.  Enfin  la  droite 
BUC  se  projettera  suivant  une  droite  B'U'C. 


Cela  posé ,  le  théorème  de  géométrie  plane  donne 

Mais  il  est  clair  que  B'U',  C'U'  sont  des  droites  pro- 
portionnelles à  BU,  eu,  et  que  B'I,  C  ï  sont  égales, 
respectivement,  aux  perpendiculaires  abaissées  des  points 
B,  C  sur  la  base  AD  des  triangles  ABD,  ACD.  La  pro- 
portion précédente  revient  donc  à  celle  qu'il  s'agissait 
de  démontrer. 
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5.  Supposons    qu'après  avoir   mené    la    droite    U\\ 
déterminée  par  les  proportions 


BU_C       AV_D 
eu —  fi'     DV""Â' 

on  mène,  semblablement ,  la  droite  ST,  qui  rencontre 
les  arêtes  opposées  AB,  CD,  de  manière  que 

AS  _  B       DT  _  C 
BS"~Â'     CT"~D* 

D'après  ce  qui  précède ,  chacune  de  ces  droites  doit  conte- 
nir le  centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre^  donc, 
puisque  ce  centre  existe  toujours,  les  deux  droites  se 
coupent.  De  là,  ce  théorème  : 

Théorème  II.  Les  droites  qui  partagent  les  arêtes 
opposées  d^un  tétraèdre  y  chacune  en  deux  segments 
additifs  proportionnels  aux  faces  adjacentes  à  ses  deux 
extrémités^  se  coupent  toutes  les  trois  en  un  même  point, 
centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre. 

6.  Du  reste,  on  peut  démontrer  directement  que 
les  droites  UV,  ST  se  coupent,  en  observant  que  les  pro- 
portions précédentes  donnent  ' 

AV.DT.CU  BS  =  AS.BU.BT.DV. 

7.  Au  lieu  de  partager  les  arêtes  en  segments  addi- 
tifs ,  supposons  qu'on  les  partage  en  segments  soustrac- 
tifs ,  de  manière  à  satisfaire  aux  proportions 

AX/_C       DY^^B        DT'_C        AS^__Ç 

cx'  ""  a'    Br  "^  d'    cr  ""  d'    bs'  —  a' 

Comme  ces  proportions  donnent 

AS' .  BY' .  CX' .  DT'  ==  AX' .  BS'  CT'  DY', 

on  conclut  encore  que  les  droites  S'T',  X'Y'  sont  dans 
un  même  plan.  Donc,  en  général ^  elles  se  couperont  en 
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un  même  point  O^,  situé  aussi  sur  la  droite  VU.  Ce  point 
sera  le  centre  de  Tune  des  sphères  inscrites  dans  les  angles 
prismatiques. 
Fig,  3. 


8.  Pour  que  celte  sphère  n'existe  pas,  il  faut  que 
les  droites  UV,  X'Y'  (fig.  3),  lesquelles  sont  toujours 
dans  un  même  plan,  soient  parallèles  entre  elles.  Cher- 
chons dans  quel  cas  aura  lieu  ce  parallélisme. 

Les  proportions 

AX'_C       ÇT_p       DV^A 

cx'~a'    dt""c'    aVd' 

donnent 

AX'.CT.DV  =  CX'.DT.AV; 

donc  les  points  X',  T,  V  sont  en  ligne  droite,  et  AVX'  est 
un  triangle.  A  cause  de  la  transversale  DTC,  nous  au- 
rons donc 

AC.TX'.DV  =  AD.VT.CX'. 

De  même,  UTY'  est  une  droite 5  et  le  triangle  BUY', 
coupé  par  la  transversale  DTC ,  donne 

BC.UT.DY'=:BD.TY'.CU. 
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Maintenant,  les  deux  droites  VU,  X'Y'  étant  supposées 
parallèles ,  on  a 

VT_TX' 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  deux  premières 
égalités ,  et  qu'on  ait  égard  à  cette  dernière ,  on  obtient 

AC.BC.DV.DY'rr:  AD. ED. eu. CX', 
ou 

AC    BC  _Ap    BD 
CX''CU""DV'Dr' 

Mais,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  reconnaître, 


donc 


ou 


AC 

C  — A 

BC 

Bh-C 

CX'"" 

A      ' 

eu 

-      B      ' 

AD 

A+D 

BD 

D-B 

DV"~ 

'       A       ' 

DY' 

~      B      ' 

(C 

~A)(1 

B-4-C)  = 

(A-^D)(D-B), 

C- 

A       A4-D 

Ch-D 

D  — B        Bh-C       Ch-D 

Cette  proportion  exige  que  A  -H  D  =  B  +  C. 

Ainsi ,  pour  que  la  sphère  O'  disparaisse,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  somme  des  aires  des  fax:es  qui  ont  AD  pour 
arête  commune ^  soit  équis^alente  à  la  somme  des  deux 
autres  faces. 

9.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  l'on  n'a  pas,  à  la  fois,  C  =  A  et  D  =  B.  Si  ces  deux 
conditions  étaient  vérifiées,  les  points  X' et  Y'  seraient 
transportés  à  Tinfini ,  aussi  bien  que  la  sphère  O'.  En 
même  temps ,  comme  les  sommes  A  -I-  B  et  C  -f-D  seraient 
égales,  la  sphère  inscrite  dans  Fun  des  angles  prisma- 
tiques ayant  pour  arêtes  AD  ou  CD,  aurait  un  rayon 


Digitized  by 


Google 


(  36i  ) 

infini.  C'est-à-dire  que  le  nombre  des  sphères  tangentes 
aux  quatre  plans  serait  réduit  à  six, 

10.  En  résumé  : 

i^.  Quand  la  somme  des  aires  de  deux  des  faces  du 
tétraèdre  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  deux  autres 
faces ,  les  sphères  de  la  troisième  espèce  se  réduisent  à 
deux\ 

2**.  *Sï  les  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes  deux 
à  deux  y  il  ny  a  plus  qu'une  sphère  de  la  troisième 
espèce^ 

3**.  Enfin,  si  les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équi- 
valentes entre  elles,  les  sphères  inscrites  dans  les  angles 
prismatiques  se  transportent  toutes  les  trois  à  Vinfini, 

On  vérifie  ces  conclusions  en  cherchant  les  relations 
qui  existent  entre  les  rayons  des  trois  sphères ,  les  aires 
des  faces ,  et  le  volume  V  du  tétraèdre  \  ces  relations  sont 

±:V  =  iR.{A-f.B-C-D), 

±:V  =  ^R,(AH-C-.B-D), 

±V==^R3(A-i-D-B-C). 

(  Voir  tome  VI,  page  253.  ) 


CONCOURS  D ADMISSION  A  L ÉCOLE  NORMALE, 
POUR  L'ANNfiE  1850 

(totr  I.  IX,  p.  W4). 


Sujet  de  composition  en  Physique. 

Principales  expériences  sur  la  décomposition  et  la  re- 
composition de  la  lumière. 
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Par  quelles  méthodes  peut-on  déterminer  la  distri- 
bution de  réiectricité  à  la  surface  des  corps  conducteurs? 

Questions  de  Mathématiques, 

Application  de  la  construction  des  courbes  à  la  déter- 
mination des  racines  des  équations.  Trisection  d^un  an- 
gle (i^ozVtome  III,  page  533). 

On  donne  un  point  A ,  centre  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle;  le  point  G,  centre  de  gravité  du  même 
triangle;  le  point  B,  centre  du  cercle  inscrit;  le  point  C 
d'intersection  des  trois  hauteurs  et  leurs  distances  respec- 
tives :  ces  quatre  points  sont  en  ligne  droite.  Trouver  la 
longueur  des  côtés  du  triangle ,  et  construire  les  valeurs 
données  par  le  calcul  [voir  tome  I,  pages  79,  196). 


TÉTRAGONOIIÉTRIE  SPHÉRIQDE 

(yolr  t.  IX,  p.  IM): 

Par  m.  l  abbé  JULLIEN, 
Professeur  de  mathématiques. 


Appliquons    au   quadrilatère    sphérique   la    méthode 
donnée  pour  le  quadrilatère  plan. 

En  conservant  la  même  notation  ,  on  a 

ces  b  =  ces  a  ces  x  4-  sin  a  sin  x  ces  a , 
cos  c  =  ces  d  ces  x  -h  sin  </  sin  x  ces  p , 
cos  /  =  cos  a  cos  b  -\-  un  a  sin  b  cos  A  ; 

d*où  Ton  tire 

cos  b  —  cos  a  cos  x 


uu» 

(A 

"" 

sm  a  sin  x 

-? 

cos 

p 

= 

cos  c  —  cos  d  cos  X 

sin  d  sin  x 

7 

COS 

A 

r= 

cos  X  —  cos  a  cos 

b 

sin  a  sin  ^ 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 
1  —  cos'a  —  cos*  p  —  cos'  A  -f-  2  cos  a  cos^  cos  A  =  o , 
on  obtient 

sin'  b  ces'  d  -f-  ces'  asin'c  4-  ces'  b  ces'  d  -+-  ces'  f  cos^x  4-  sin'x  ces'  y 

1  { cos  a  cos  c  cos  x  cos  j  -h  cos  b  cos  d  cos  j;  cos  y  -f-  cos  a  cos  ^  cos  c  cos  d) 

-+-  cos'  6  sin'  c  cos'x 

2  (cosâ  cos  b  cos jc  -h  cosc  cos^cos  J7  +  cos  a  cosrfcos  j  H-  cos  ft  cosx  cos/  ) 

-f-sin'^sin'fsin'x. 


GÉOMÉTRIE  8PHÉRIQI1E  C') 

(TOir  t  IV,   p.  m;  I.  V,  p.  17.  309,  414;  t.  VII,  p.  U.  U7,'ï8î;  I.  VIII,  p.  100.  43»; 
t    IX.  p.  141). 


Cours  de  M.  Stubbs. 

1 .  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  sphérique  on 
mène  aux  côtés  respectifs  opposés  trois  arcs  de  grand  cercle 
se  coupant  en  un  point  situé  dans  Tintérieur  du  triangle  ; 
(7,  a',  a''  sont  les  segments  comptés  du  point  commun 
dUntersection  aux  angles,  et 5,  s\  s'^  les  segments  corres- 
pondants comptés  du  même  point  aux  côtés  ;  on  a 
la  relation 


-f- 


sin(fH-ff)       sin(/H-(r')       sin  (  f "-+- o""  ) 
2. 

a-4-p-h7=iw;  (;sinô)'  =  sin(a  — ô)sin  (p— ô)  sin(7  — -  0); 

on  a 

cotang  0  =  cotang  a  -f-  cotang  p  -f-  cotang  7  ; 

3  a  2 

coséc'  B  rrr  coséc  a  -h  coséc  p  -h  coséc  7. 
(  ')  Extrait  d'un  programme  de  rUnivcrsilé  de  Dublin,  iS^O. 
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3.  Problème.  Étant  donné  un  triangle  sphérù/ue , 
trouver  dans  son  intérieur  un  point  tel,  que  si  Fan 
joint  ce  point  aux  sommets  par  des  arcs  de  grand 
cercle,  les  milieux  de  ces  arcs  soient  les  sommets  d'un 
triangle  donné. 

Cours  de  M.  Townsend. 

4.  p  et  p'  désignent  les  rayons  sphériques  de  deux 
petits  cercles  de  la  sphère  5  â  la  disunce  sphérique  des 
pôles  des  deux  petits  cercles;  K  le  quotient  du  sinus 
d'un  arc  divisé  par  le  sinus  du  côté  opposé  dans  le 
triangle  p,  p\  J-,  l'aire  de  la  portion  de  sphère  inter- 
ceptée entre  les  deux  arcs  de  petit  cercle  est  égale  à 

2  [arc  sin  =  (K  sin  9)  —  cos  p  arc  sin  (K  sin  p'  )  —  cos  p'  arc  sin  =  (  K  sino  )]. 

5.  Problême.  Par  un  point  donné  sur  la  sphère, 
mener  un  arc  de  grand  cercle  coupant  deux  grands 
cercles  donnés^  de  manière  que  l'aire  interceptée  soit 
égale  à  une  aire  donnée  ou  soit  un  minimum, 

6.  Par  le  sommet  dVn  triangle  sphérique  on  mène 
deux  tangentes  à  un  petit  cercle  donné  ;  ces  tangentes 
coupent  le  côté  opposé  à  Tangle  en  deux  points  ;  par  ces 
deux  points  menons  deux  nouvelles  tangentes  au  même 
petit  cercle;  joignant  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
tangentes  avec  le  sommet  de  l'angle  opposé,  les  trois  arcs 
de  grand  cercle  ainsi  obtenus ,  au  moyen  des  trois  angles , 
se  coupent  en  un  même  point. 

7.  Problème.  Trou\^er  le  lieu  d'un  point  sur  la 
sphère ,  duquel  menant  des  arcs  tangents  à  deux  petits 
cercles  donnés,  le  rapport  des  cosinus  de  ces  arcs  soit 
donné. 
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NOTE  SUR  LE  CHANGEMENT  DE  LA  VARIABLE  INDÉPENDANTE, 

Par  m.  Louis  THOMAS. 

Supposons  que  l'on  ait  une  équation  différentielle  entre 
la  variable  indépendante  x^  sa  fonction  j^  et  les  dérivées 
successives  de  cette  fonction 

et  que  Ton  veuille ,  au  moyen  de  la  relation 
/  dy  d^y    dz  dPz\ 

transformer  la  première  équation  en  une  autre  qui  ne 

contienne  que  x ,  z  et  les  dérivées  de  x  par  rapport  à  z , 

considérée  comme  nouvelle  variable  indépendante.  Pour 

y  parvenir,  on  différentiera  n  fois  F  =  o  et  /n  fois  q)  =  o 

par  rapport  à  x.  On  aura  ainsi  /n  -4-  n  -t-  a  équations  con- 

dy    d-'y  d'^-^^'y  ,,  ,,.     . 

tenant  j^,  ^, -^,...,  ^-^^  que  Ion  pourra   élimi- 

•1  ,  .  dz 

ner,  et  u  restera  une  équation  contenant  a:,  «,—»•••» 

que  Ton  pourra  transformer  en  une  autre  conte- 
ra? d^^Pz  ai,  j  1     . 
nant  x,  z,  —  j  •  •  •  ?  -r-^    "  moyen  des  relations 


dx 


(s)        "         (S) 

ce  qu'il  fallait  obtenir. 


Digitized  by 


Google 


(  366  ) 

Si  Ton  avait  voulu  une  équation  (inale  contenant  r,  '• 

dz    d'^z  .         ,       ,  t      r        • 

, . . .  ,  on  aurait  prépare  les  équations 
dy    dy'^  * 

F  =  o     et     <p  =  o 

de  manière  qu'elles  continssent,  au  lieu  des  dérivées  de> 
et  de  z  par  rapport  à  x,  les  dérivées  de  x  et  de  j  par 
rapport  à  z  prise  pour  variable  indépendante  au  moyen 
des  relations 


dy       \dz  ) 


dz  1  d^z dy        \dz  )         d^y 

dx        ldx\         dx^        '      '      dx        /  dx\        dx^ 


(dx\         dx'  '      dx'^  ldx\ 


et  Ton  différenlierait  la  première  équation  résultante 
71  fois  et  la  seconde  m  fois  pour  éliminer  x  et  toutes  les 
dérivées  par  rapport  à  z. 

En  général ,  soient  k  —  i  équations  différentielles 

Ti  =  0,       97=0,       y4_,  =  0, 

entre  A  fonctions  j^,  ^, . . . ,  i^,  m,  ^  de  la  variable  indé- 
pendante X  et  cette  valeur  elle-même,  outre  réquation 
différenlieUe 

qui  donne  y  en  fonction  de  x.  Si  l'on  veut  obtenir  une 
équation  ne  contenant  que  a? ,  t  et  les  dérivées  de  x  par 
rapport  à  t  prise  pour  nouvelle  variable  indépendante ,  on 
différentiera  ol  fois  chacune  des  h  équations 

F=o,     «p,  =  o,.    .,     ç*_, zzro 

par  rapport  à  j:  ,  et  l'on  déterminera  a  de  manière  que  le 
nombre  total  des  équations  ha  -j-A  soit  supérieur  d'une 
unité  au  nombre  des  quantités  à  éliminer,  lesquelles  sont 

y ,  a* , . . . ,  i',  u  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x.  Soient 
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donc  m ,  /i , . . . ,  p ,  q  les  ordres  des  dérivées  les  plus 
élevées  dej^,  z ,  . . . ,  i^,  m  qui  entrent  dans  les  k  équations 
données  ;  après  les  avoir  diiférentiées  a  fois ,  on  aura  les 
dérivées  de  y  jusqu'à  l'ordre  m-\-  a^  celles  de  z  jusqu'à 
l'ordre  n-^a.  celles  de  i^  jusqu'à  l'ordre  /;  -t-  a ,  ei  celles 
de  u  jusqu'à  Tordre  17  -h  a.  On  aura  donc  à  éliminer 

//iH-a-hl-h/î-l-a-l-i-f-  .  ..-1-/?  -f-a-f-i4-<7-(-a-f-i  quantités 

OU 

OU 

/«-f-/ï-+-.    .-f-yy-i-7  —  a-h^aH-Xr  —  i  quantités. 

Pour  que  ce  nombre  soit  inférieur  d'une  unité  à  A  a  -f-  Â , 
nombre  des  équations,  il  faut  et  il  suffît  qu'on  ait 

Si  r  est  Tordre  de  la  dérivée  la  plus  élevée  de  t^  entrant 
dans  les  équations  primitives 

F=ro,     <p,  =0, ...,     <p*_,  =  0, 

on  aura  une  équation  finale  contenant  x,  ^  et  les  dérivées 
de  t  par  rapport  à  x  jusqu'à  Tordre  r  -h  « ,  qu'on  trans- 
formera aisément  en  une  équation  contenant  a,  £  et  Iq^ 
dérivées  de  x  par  rapport  à  t  aussi  jusqu'à  Tordre  r-t-  a. 
C'est  ce  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Si  Ton  avait  demandé  une  équation  finale  contenant  u , 
t  et  les  dérivées  de  upar  rapport  à  £,  on  aurait  préparé  les 
équations  de  manière  qu'elles  continssent  les  mêmes  va- 
riables et  les  dérivées  de  toutes  excepté  t  par  rapport  à  t 
prise  pour  nouvelle  variable  indépendante,  et  Ton  aurait 
ensuite  opéré  comme  on  vient  de  le  dire. 
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EIERCIGE  BOÉRIOKE. 

Démontrer  que  les  deux  équations  suivantes  n'ont  au- 
cune racine  réelle  : 

'"•  5797-^*  -^-495I  J^'-hSSgïx'-h  a876x h- 6942  =  0; 
2».  3447  ^*  -+-  «45600^^  -h  32430X*  -h  25857  x»-f-  29193*' 
-t-  1 1596X  -f-  56o2  =  o. 

On  trouve  ces  équations  dans  le  célèbre  Mémoire  de 
M.  Le  Verrier  sur  la  planète  Uranus  [Connaissance  des 
Temps,  1849,  Additions,  page  174)- 


PROGRAWIE  Wm  COURS  DE  MÉCANIQUE  ÉlÉMENTURE, 

TROISIÈME  ARTICLE  (  rolr  psge  M3  de  ce  Tolame  )  ; 
Par  m.  C.-E.   page. 


Du  centre  des  moyennes  distances  pris  pour  centre 
,  de  rotation. 

25.  Ce  qui  précède  suffit  pour  démontrer  que  dans 
tout  système,  il  existe  un  centre  des  moyennes  distances; 
c'est-à-dire  un  point  tel  •  que  la  somme  des  distances  de 
tous  les  autres  points  du  système  à  un  plan  quelconque 
passant  par  ce  point  est  nulle.  Maintenant,  nous  allons 
démontrer  que ,  lorsque  le  centre  des  moyennes  distances 
est  pris  pour  centre  de  rotation ,  la  somme  des  projections 
sur  une  droite  quelconque  de  toutes  les  vitesses  dues  à  la 
rotation  est  toujours  nulle. 

Les  vitesses  dues  à  la  rotation    sont  toutes  perpendi- 
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culaires  à  Taxe  instantané;  par  conséquent,  leurs  projec- 
tions sur  cet  axe  sont  nulles.  P^ous  n'avons  donc  à  nous 
occuper  que  des  projections  sur  une  direction  perpendi- 
culaire à  Taxe. 

Par  un  des  points  A  du  système  (fig.  i),  menons 
perpendiculairement  à  l'axe  instantané  un  plan  qui  le 
rencontre  en  O.  La  vitesse  A  m  due  à  la  rotation  est  située 
dans  ce  plan,  perpendiculairement  au  rayon  OA.  En  ap- 
pelant ci>  la  vitesse  angulaire ,  on  a 

A/W  =r  OA.ot). 

Projetons  cette  vitesse  A  m  sur  une  droite  OX  perpen- 
diculaire à  l'axe.  Soit  pq  cette  projection-,  nous  aurons 
pq  =  mn. 

Les  triangles  semblables  OA^,  Kmn  donnent 

mn  :  Km  \\  kp  \  OA; 

d'où 

A/w.A/7 
pn  =z  mn  =  — - — - . 
^'  OA 

Remplaçons  A  m  par  sa  valeur  OA .  w;  il  vient 
pq  =  Ap,ff>. 

Cette  projection  reste  la  même  sur  toute  droite  parallèle 
à  0X5  donc,  pour  un  point  quelconque,  la  projection 
sur  une  droite  parallèle  à  OX  de  la  vitesse  due  à  la  rota- 
tion, est  égale  au  produit  de  la  vitesse  angulaire  o)  par  la 
distance  de  ce  point  à  un  plan  mené  par  Taxe  instantané 
et  par  la  droite  OX.  La  somme  des  projections  est  égale 
au  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  la  somme  des  dis- 
tances de  tous  les  points  du  système  à  ce  plan.  Or  si  Taxe 
instantané  et ,  par  suite ,  le  plan  sont  assujettis  à  passer 
par  le  centre  des  moyennes  distances ,  la  somme  des  dis- 
tances est  nulle  ;  donc  la  somme  des  projections  est  nulle. 

Ànn.  de  Mathcmat. ,  t.  IX.  (Octobre  i85o.}  24 
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Puisque  la  somme  des  projections  est  nulle  sur  Taxe 
instantané  et  sur  une  direction  perpendiculaire  à  cet  axe^ 
elle  est  nulle  sur  une  direction  quelconque. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que,  quel  que  soit  le  mou- 
vement d*un  système ,  la  vitesse  du  centre  des  moyennes 
distances  est  la  moyenne  des  vitesses  de  tous  les  autres 
points  du  système;  par  conséquent  le  mouvement  de  ce 
point  représente  le  mouvement  général  de  translation. 

Cette  propriété  du  centre  des  moyennes  distances  est 
la  base  d'un  des  principes  fondamentaux  de  la  mécanique. 

Vitesses  virtuelles, 

26.  Le  mot  virtuel  veut  dire  :  qui  existe  en  germe; 
ainsi  l'on  doit  entendre  par  vitesse  virtuelle  d'un  point, 
une  vitesse  dont  ce  point  n'est  pas  actuellement  animé, 
mais  qu'il  est  susceptible  de  prendre. 

Par  exemple ,  si  un  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir 
d'un  mouvement  de  translation  suivant  une  seule  direc- 
tion ,  les  vitesses  virtuelles  de  tous  ses  points  sont  égales 
entre  elles  et  parallèles  à  cette  direction. 

Si  un  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir  d'un  mouvement 
de  translation  suivant  une  direction  quelconque,  les 
vitesses  virtuelles  de  tous  ses  points  sont  égales  et  paral- 
lèles entre  elles;  on  indique  que  1^  direction  et  la  vitesse 
du  mouvement  de  translation  peuvent  être  quelconques . 
en  faisant  varier  arbitrairement  les  projections  des  vitesses 
virtuelles  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes. 

Si  un  corps  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe, 
la  vitesse  virtuelle  de  cbaque  point  est  perpendiculaire  à 
l'axe  et  au  rayon,  et  les  vitesses  virtuelles  des  différents 
points  sont  entre  elles  comme  les  distances  de  ces  points 
à  l'axe. 

Si  im  corps  est  assujetti  à  tourner  autour  d^un  point 
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fixe,  la  vitesse  virtuelle  de  chaque  point  est  décomposée 
en  trois  composantes  dues  aux  vitesses  angulaires  autour 
de  trois  axes  rectangulaires.  On  indique  que  la  direction 
et  la  grandeur  de  Taxe  instantané  sont  quelconques,  en 
faisant  varier  arbitrairement  les  trois  vitesses  angulaires 
composantes. 

Si  un  corps  entièrement  libre  peut  se  mouvoir  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace,  la  vitesse  virtuelle  de 
cbaque  point  se  décompose  en  deux  composantes ,  Tune 
due  au  mouvement  possible  de  rotation  autour  d'un 
point,  l'autre  due  au  mouvement  possible  de  translation 
de  ce  point.  On  indique  que  les  vitesses  de  translation  et 
de  rotation  peuvent  être  quelconques,  en  faisant  varier 
arbitrairement  les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires 
fixes*,  de  l'axe  instantané  et  de  la  vitesse  de  translation. 

Des  machines, 

27.  Les  machines  peuvent  être  envisagées  sous  plu- 
sieurs points  de  vue  dififérents  ;  dans  cette  première  partie 
de  la  mécanique ,  où  nous  ne  nous  occupons  que  du  mou^ 
vement  considéré  indépendamment  des  causes  qui  le  pro- 
duisent, nous  adopterons  la  définition  suivante  :  les  ma- 
chines sont  des  corps  ou  des  assemblages  de  corps  assujettis 
à  se  mouvoir  suivant  certaines  conditions  et  destinés  à 
transmettre  et  à  modifier  les  mouvements  qui  leur  sont 
communiqués. 

On  conçoit  qu^au  moyen  de  points  fixes  et  d'obstacles 
convenablement  placés ,  on  puisse  restreindre  les  mouve- 
ments possibles  de  manière  à  établir  entre  les  différentes 
parties  d'un  assemblage  de  corps,  une  dépendance  telle, 
que  si  l'une  de  ces  parties  reçoit  un  certain  mouvement, 
une  autre  partie  prenne  le  mouvement  qu'on  veut  obtenir. 
II  faut  donc  que  les  obstacles  soient  tellement  disposés, 

:i4. 
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qu'ils  établissent  une  relation  déterminée  entre  les  vitesses 
virtuelles  des  différents  points  mobiles. 

Les  mouvements  dont  on  a  le  plus  ordinairement  be- 
soin dans  les  arts ,  et  ceux  dont  on  peut  disposer,  sont  le 
mouvement  recti ligne  continu  et  alternatif,  et  le  mouve- 
ment circulaire  continu  et  alternatif.  La  plupart  des  ma- 
chines ont  pour  but  de  transmettre  un  de  ces  mouvements 
en  changeant  sa  direction  et  sa  grandeur,  ou  de  trans- 
former un  de  ces  mouvements  en  un  autre. 

Sous  le  rapport  seul  de  la  transmission  des  mouve- 
ments ,  les  machines  offrent  encore  une  mine  inépuisable 
«1  l'esprit  de  recherches  et  d'invention ,  leur  étude  forme 
une  des  branches  les  plus  intéressantes  de  la  géométrie 
descriptive.  Nous  nous  bornerons  ici  à  l'indication  som- 
maire de  quelques  machines  simples  qui  constituent  ordi- 
nairement les  organes  élémentaires  des  machines  com- 
posées. 

Du  lévrier. 

Le  levier  est  une  verge  inflexible  assujettie  à  tourner 
autour  d'un  point  fixe. 

Si  l'on  se  borne  à  ne  considérer  que  les  points  mobiles 
situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  fixe,  il 
est  facile  de  voir  que  leurs  vitesses  virtuelles  sont  toutes 
parallèles  entre  elles  et  dans  le  rapport  des  distances  au 
point  fixe. 

Mais  si  l'on  considère  des  points  dans  toutes  les  posi- 
tions possibles,  on  doit  entendre  par  levier  un  corps  de 
forme  quelconque  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe.  Alors,  sa  théorie  rentre  dans  la  théorie  générale  de 
la  rotation  autour  d'un  point. 

Dans  les  machines  composées ,  on  désigne  ordinaire- 
ment sous  le  nom  de  levier,  tout  organe  formé  d'une 
verge  inflexible  droite  ou  courbe,  assujettie  à  tourner 
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autour  d'un  axe  (ixe  et  destinée  à  trausmettre  un  mouve- 
ment circulaire  autour  de  cet  axe.  La  vitesse  virtuelle  de 
chaque  point  est  dirigée  perpendiculairement  à  Taxe  et 
au  rayon  et  proportionnelle  à  ce  rayon. 

Du  treuil. 

Le  treuil  (tour  ou  cabestan)  est  un  cylindre  assujetti  à 
tourner  autour  de  son  axe  et  sur  lequel  sVnroule  une 
corde  qui  transmet  le  mouvement.  On  met  le  cylindre  en 
jeu  au  moyen  d'une  roue  concentrique  d'un  diamètre  plus 
grand.  Si  Ton  prend  deux  points  situés,  Tun  sur  la  cir- 
conférence de  la  roue,  Taulre  sur  la  corde,  on  voit  que  la 
vitesse  virtuelle  du  premier  est  à  celle  du  second  comme  le 
rayon  de  la  roue  est  au  rayon  du  cylindre,  ou  (en  tenant 
compte  de  l'épaisseur  de  la  corde)  comme  le  rayon  de  la  roue 
est  au  rayon  du  cylindre  augmenté  du  rayon  de  la  coitle. 

Le  treuil  sert  à  transformer  un  mouvement  circulaire 
en  un  mouvement  rectiligne,  ou  à  transmettre  un  mouve- 
ment de  rotation  d'un  axe  à  un  autre:  pour  cela,  il  faut 
que  la  corde  d'un  treuil  s'enroule  sur  la  roue  d'un  autre. 

Si  l'on  imagine  une  série  de  treuils  tels,  que  la  corde  du 
premier  s'enroule  sur  la  roue  du  deuxième ,  la  corde  du 
(leuxième  sur  la  roue  du  troisième ,  et  ainsi  de  suite  \  puis 
qu'on  compare  les  vitesses  virtuelles  de  deux  points  situés, 
l'un  sur  la  roue  du  premier  treuil ,  l'autre  sur  la  corde  du 
dernier,  on  verra  que  la  vitesse  virtuelle  du  premier  point 
est  à  la  vitesse  virtuelle  du  second  comme  le  produit  des 
rayons  des  roues  est  au  produit  des  rayons  des  cylindres. 

Pour  transmettre  le  mouvement  de  rotation  autour 
d'axes  différents,  au  lieu  de  treuils,  on  fait  plus  souvent 
usage  de  roues  dentées^  c'est-à-dire  de  roues  tangentes 
l'une  à  l'autre  et  garnies  de  dents  à  leurs  circonférences,  de 
manière  que  l'une  ne  puisse  tourner  sans  entraîner  l'autre. 
Les  roues  dentées  sont  fréquemment  employées  dans  la 
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composition  des  machines ,  leurs  dispositions  varient  à 
rinfini  -,  mais  il  est  presque  toujours  extrêmement  facile 
de  déterminer  les  vitesses  virtuelles  des  points  mobiles 
entre  lesquels  elles  établissent  une  dépendance. 

Les  autres  principaux  organes  élémentaires  qui  entrent 
dans  la  composition  des  machines ,  sont  :  les  plans  incli- 
nés, les  vis,  les  poulies,  les  excentriques,  les  bielles,  les 
balanciers,  etc.  ^  nous  n'entreprendrons  pas  la  description 
de  ces  machines  qui  nécessiterait  des  développements 
étendus  et  de  nombreuses  figures.  Le  peu  que  nous  avons 
vu  suffit  pour  faire  comprendre  comment,  lorsqu'on 
connaît  dans  une  machine  la  disposition  des  points  fixes 
et  des  obstacles,  on  peut  déterminer  les  relations  qui 
existent  entre  les  vitesses  virtuelles  des  points  mobiles. 
Cette  relation  entre  les  vitesses  virtuelles  renferme  pres- 
que toute  la  théorie  de  la  machine ,  non-seulement  sous  le 
rapport  de  la  transmission  des  mouvements ,  mais  encore, 
comme  on  le  verra  plus  tard,  sous  le  rapport  de  l'équilibre 
des  forces  et  de  la  transmission  du  travail  mécanique  (*). 

(Suite.  ) 
■  '■■■'■■■  ■      ■  ■  -  '    j 

RESOLUTION  TRIGONOHÉTRIQIIE  DBS  ÉQUATIONS  DO  SECOND, 
TROISIEME  ET  QUATRIEME  DEGRÉ  ^ 

D'apeàs  CAGNOU. 


DEUXIÈME    DEGRÉ. 

4 .  Formes  des  équations  : 

(1)  x'-hpxzrzq, 

(2)  x'—px=zq, 

(3)  x'^px  =  —  q, 

(4)  3:'—px  =  —  q. 


(  '  )  \  lire  cet  article  après  celui  qui  finit  page  97 
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I)ans  ces  quatre  formes ,  p  et  ç  sont  des  quantités  po- 
sitives. 

2.  Première  forme  : 


Posons 


on  trouve 

xrr  ^.tang- A,     .r=  —  ^.cot-A. 

3.  Deuxième  fonne.  Faisant  x  =  — y,  on  revient  à 
la  première  forme. 

4.  Troisième  forme  : 

Premier  cas.  Racines  réelles.  Faisons 

2^/0  7  I     .  t'a 

smA  =  — î^9     x  =  --^' tang-A,     j:=:  —  7' cot- A. 
p  '         "  2  2 


5.  Exemple . 


n  i6q5 

44       12710 


lAi/i^ 
2      V   ^^7*^ 


x  =  Ui.g-Ai/^-^ 


log  1695=  3,2291697 
log  12716  =  5,8956495 

somme  =  9,1248192 
demi- somme  =  9,5624096 
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log  88  =1,^1448267 
compl  log  7  =  9»  15490 196 

log  tang  A  =  O96617942  =  log  lang  77*4^  31^72 

log  taog  -  A  =  9,9061 1 15 
demî-somme  =r  9,5624096 

log  X  =  9,4^8521 1  =  log  0,2941 176 

1  5 

ipllog  =  — 0,53 14789  =  log  ^  =  log — 

5 

X=: 

"7 

Second  cas.  Racines  imaginaires.  Ces  racines  ont  la 
forme 

a±bi=za  (  i ±- 1  |  =  a  (i  -h  1  tang  A) 

.±«A 


comi 


= (cos  A  4-  «  sin  A)  =  —. — -  (cos  A  ±  /  sin  A)  =  — : — —  • 

cosA  ^  '       sin  A  ^  sin  A 

6.  Quatrième  forme.  Faisant  x  =  — y^  on  revient  à 

la  précédente  forme. 

TEOIStEMC   DEGRÉ. 

I. 

U  y  a  quatre  formes  à  une  racine  réelle  et  deux  à  trois 
racines  réelles. 

Formes  à  une  seule  racine  réelle. 

Première  forme  : 

x^  -h  px  4-^  =  0, 


^=_-, 


,^=--, 


\     277'/ 
\     27  îV  J 
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«     R'  R* 

^         4^       ^       4tangB 


:= Icot^B  — tang^B  j, 


^B 

(2)  tangA=tang^  ~, 


(3) 


r  =  —  R.C0t2A  =  —  ai/-r/?.C0t2A. 


Ainsi,  on  peut  calculer  x  par  logarithmes,  au  moyen 
des  trois  équations  (i) ,  (2) ,  (3). 
Deuxième  forme  : 

x^'\'px — q    et    4/^'<C27  9'; 
on  fait 

(1)  *^°S'»  =  ^' 

(2)  tangA  =  tang*— 9 

(3)  x  =  — 2t/|cot2A. 

Troisième  forme  : 

x^^px-hg  =  o    et    4/'*<^7  7'5 

4;,3 


(i)  sin*B: 


279' 

B 


(2)  tang  A  =  tang' 


(3) 


sin  2  A 
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Quatrième  forme  : 

x^  —  px  —  qz=o; 
(i)  sin»B  =  l^,, 

-  B 

(2)  tang  A  =  tang*  —  t 


(3)  xz 


sin2A 

n. 

Cas  irréductibles,  —  Trois  racines  réelles. 
Lemme,  On  a  réquation 

sin^  A  —  -7  R'  an  A  -h7  R^sin  3  A  =  o  ; 
4  4 

les  sinus  sont  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  R. 
sin  3  A  étant  connu,  les  trois  racines  sont 

sin  A ,     sin  (6o*  —  A) ,     sin  (60®  +  A ). 
Première  forme  : 

x^  —  px-i-  q  =  Oj      4/^* 29^'j 


P 

-h 

R  = 

M 

/!• 

1 

R'   . 

3A  = 

='r 

sin3j 

sin 

3A 

p  ' 

X  =  sin  A , 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  R  ; 

X  =  R  sin  A  =  2  i/^  sin  A, 
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x  =  2i/^sin(6o«--A), 

.r=r^2i/|siii(6o«+A), 

le  rayon  étant  égal  à  Tunité. 
Seconde  forme  : 

X^  —  px  —  y  =  0,      ^p^'^Z'jq^      ou      =27  9r»; 

comme  ci-dessus , 

sm  3  A  =  — ï- 7=  9 

a:=  —  sinA.ai/^/?, 

X  =  —  sin  (ec»— A).  2  i/|/? , 

a:  =  sin  (6o**+ A).2  \/^Py 

le  rayon  étant  égal  à  Funité. 

Observation,  Les  équations  trigonométriques  relatives 
à  la  multiplication  d'un  arc  donnent  les  racines  des 
équations  algébriques  qui  sont  susceptibles  d'être  identi- 
fiées avec  les  équations  trigonométriques.  C'est  ainsi  que 
Vie  te  a  résolu  une  équation  du  quarante^îinquîème  degré. 

Cas  irréductible.  —  Exemple  numérique  (Cagnoli, 
deuxième  édition,  page  225). 

,     4o3  46  • 

44i  i47       * 

sin  3  A  =  7—5  ■ 

40^  /  lt)12 


V    l32f 

VT3i5' 


i325 
A'  =  sin  A . 
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X=siQ{6o''-\)\^^^ 


2 


325' 


.  =  '-sin(6o.H-A)y/i|l 


2 

325* 


log  i6i2  =  3,207365o 
compi  log  i325  =  6,8784402 


somme  =  o,o858o52 
demi-somme  =  0,0429029  log  const. 

compl  log  const.  =  9,9570974 
log  4^4  =  2,61700034 
compl  log  4o3  =r  7,39469495 


log  sin  3  A 

=  9»968792^7  =  H 

sin  68^32' 18' 

,55 

log  sin  A 
log  const. 

=  9,5891206 

=r  0,0429026 

log^ 

=  9,6320232  =r  log 

0,4285714 

compl  log  X 

=  -0,3679768  =  1 
_3 

I 

* 

^2,33333" 

log 

sin  (60»—  A) 
log  const. 

=  9,7810061 
=  0,0429026 

X 

=  9,8239087  =  log 

2 

~3' 

0,6666666  = 

log^ 

2          3          23 

3"^7~2i' 

don 

c 

_      23 
"""      21 
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QUATRIÈME    DEGT\É. 

On  ne  peut  résoudre  trigonométriquement  que  la  /v- 
duite  qui  est  du  troisième  degré. 

Note  historique.  Cagnoli  (Antoine),  né  à  Zante , 
m  1743,  fils  du  chancelier  de  la  république  de  Venise, 
étudia  avec  succès  le  grec  et  diverses  parties  de  la  philo- 
sophie. Il  habita  longtemps  Vérone  et  y  a  formé,  à  ses 
frais,  un  observatoire  dans  sa  maison;  fut  nommé, 
en  1798,  professeur  à  l'Ecole  militaire  de  Modène,  et 
est  mort  le  6  août  1818. 

Ses  principaux  ouvrages  sont  : 

1".    Trigonometria  plana  et  spherica, 

11  a  publié  cet  ouvrage  en  italien  et  en  français , 
en  1 786 ,  pendant  un  séjour  qu'il  fit  à  Paris.  Une  se- 
conde édition ,  beaucoup  améliorée ,  a  paru ,  à  Bologne , 
en  1804  '-,  c'est  cette  seconde  édition  que  M.  Chom- 
pré(N,-M.)  a  traduite  en  18085  în-4°5  Courcier. 

C'est  encore  la  Trigonométrie  la  plus  complète,  la 
plus  scientifique  que  nous  possédions  \  véritable  ouvrage 
de  bibliothèque  (*). 

tP.   Traité  des  sections  coniques. 

3®.  Mémoire  sur  la  figure  de  la  Terre  (tome  VI  des 
Transactions  de  la  Société  italienne.)  Cagnoli  était,  de- 
puis 1808,  président  de  cette  Société. 

Chompré  (N.-M  ) ,  traducteur  de  la  Trigonométrie , 
né,  à  Paris,  le  23  septembre  17X0,  et  mort,  à  Ivry-sur 
Seine,  le  24  juillet  1826 ,  a  traduit  le  Mémoire  de  Ca- 
vendish  sur  la  Densité  de  la  Terre  [Journal  de  l'École 
Polytechnique,  tome  X-,  181 5);  il  a  appartenu  à  une 
famille  de  littérateurs. 

(  *  )  Nous  ne  connaissons  pas  encore  la  Trigonométrie  de  M.  Serret , 
ouvrage  digne  sans  doute  de  la  position  scientifique  du  célèbre  auteur. 
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LIGNES  Dll  TROISIÙK  ORDRE. 


Observation.  Ces  lignes  ont  des  propriétés  en  commun 
avec  toutes  les  courbes  planes.  Pour  les  trouver,  il  suffit 
de  faire  n=Z  dans  l'article  intitulé  :  Propriétés  géné- 
rales des  courbes  planes  (page  283). 

Ici  nous  ne  nous  occupons  que  des  propriétés  appartenant 
particulièrement  à  ces  courbes ,  et ,  soit  dit  en  passant, 
c'est  ainsi  qu  on  devrait  traiter  les  éternelles  courbes  dn 
second  degré. 

1 .  Théorème.  Si  par  un  point  M  pris  sur  la  courbe  on 
mène  une  transversale  MNP  coupant  la  courbe  en  > 
et  P^  que  Ton  prenne  sur  cette  transversale  un  point  0 
harmonique  relativement  aux  points  M,  N  P5  le  lieu 
du  point  O  sera  une  conique. 

Démonstration.  Conséquence  d'un  théorème  général 
qui  sera  démontré  plus  loin. 

En  voici  une  démonstration  particulière. 

Soit  Fj  -4-  Fj  -4-  Fi  =  o,  l'équation  de  la  courbe,  les 
axes  étant  rectangulaires:  l'origine  sur  la  courbe^  F  in- 
dique une  fonction  à  deux  coordonnées  d'un  degré 
marqué  par  l'indice.  Faisant 

X  =  f>  cos  ç,     j-  =  p  sin  ç , 
on  trouve 

le  lieu  du  point  harmonique  O  est  donné  par  l'équatiou 

2Q.-f-Q72=0,      Q,«=:F,,      Q,3>  =  F,. 

Repassant  aux  coordonnées  rectangulaires,   on   a  pour 
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équation  du  lieu , 

F.  -♦-2F,=  o, 

qui  est  du  second  degré.  Prenons  la  tangente  en  M  pour 
axe  des  j:;  l'équation  du  lieu  du  point  O  sera  de  la  forme 

A/' -4- Bj-+- Cx» -h  2  Dj  =  G , 
qui  se  réduit  en  un  point  si  l'on  a 

B'  — 4AG<o  et  CD'rro, 
et  à  deux  droites  si  Ton  a 

B»--4AC>o     et     CD»=o. 

Si  D  =  o ,  l'origine  est  un  point  multiple  -,  les  deux  droites 
passent  par  l'origine.  Si  C  =  o,  l'origine  est  un  point 
d'inflexion  ;  une  des  droites  touche  la  courbe  à  Forigine 
et  l'autre  ne  passe  pas  par  Torigine. 

Remarque.  Chaque  transversale  coupe  la  conique  en 
deux  points  ^  un  point  correspond  à  la  moyenne  harmoni- 

^"4  (sp +]ife)' «*  ^'^'^'^^  *  ^"  "^y*^""^  ;  (  ïïp -*- sm)  • 

Corollaire,  La  conique  coupe  la  courbe  en  six  points, 
savoir  :  un  point  double  M  à  l'origine  du  faisceau ,  et 
quatre  points  simples.  Ainsi,  par  un  point  donné  sur 
la  courbe,  on  ne  peut  mener  que  cinq  tangentes  à  la 
courbe  :  une  tangente  au  point  même  et  comptant  pour 
deux,  et  quatre  autres  dont  les  points  de  contact  sont  sur 
une  conique  qui  touche  la  courbe  au  point  donné.  Lorsque 
le* point  donné  M  est  à  l'infini ,  l'asymptote  est  la  tangente 
qui  passe  par  le  centre  du  faisceau.  Les  quatre  autres 
tangentes  sont  parallèles  à  cette  asymptote ,  et  les  quatre 
points  de  contact  sont  sur  une  hyperbole  ayan  t  l'asymp- 
tote donnée  en  commun  avec  la  courbe. 

2.  Théorème.  Si  le  point  M  est  un  point  d'inflexion , 
la  conique  se  réduit  à  deux  droites  dont  l'une  est  la  tan- 
gente en  M .  (  Ch ASLES .  ) 
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Démonstration,  Prenons  la  tangente  en  M  pour  ai[e 
des  X  \  alors  Fj  et  Fi  sont  de  la  forme 

Donc  le  lieu  du  point  O  est  représenté  par 

Ar»-i-Bxr-h!ïDjr  =  o; 
d'où 

^  =  o,     Aj-4-Ba:-f-2D  =  o,       C.Q.F.D. 

Corollaire.  Par  un  point  d'inflexion ,  on  ne  peut  me- 
ner que  trois  tangentes  \  les  points  de  contact  sont  sur  la 
droite  dont  l'équation  est 

A7-+-Bj:-4-2D  =  o. 

3.  Théorème.  Par  le  point  d'inflexion  M,  menons 
une  transv^ersale  coupant  la  courbe  en  deux  points  P  et 
Q,  les  tangentes  en  P  et  Qse  coupent  en  un  point  gui 
est  sur  la  droite  représentée  par 

A^  -+-Ba7-|-2D=o       (  théorème  précédent  ) . 

Démonstration.  Les  tangentes  en  P  et  Q  rencontrent 
la  courbe  en  P'  et  Q';  les  trois  points  M,  P',  Q'sont  en 
ligne  droite  (théorème  4  ci-dessous);  soient  O  etO'*  les 
centres  harmoniques  sur  la  transversale  MPQ,  MP'Q'; 
ces  centres  sont  la  droite 

Aj^-hBx4-2D=-o; 

et,  d'après  la  propriété  du  quadrilatère ,  les  intei^sections 
des  droites  PP',  QÇ)^  sont  aussi  sur  cette  droite. 

C.  Q.  F.  D. 

4.  Théorème.  Une  transi>ersale  coupant  la  courbe  en 
trois  points  y  si,  en  ces  points ,  on  mène  des  tangentes, 
elles  coupent  la  courbe  chacune  en  un  point,  et  les  trois 
points  sont  en  ligne  droite. 

Démonstration.  Conséquences  du  théorème  général 
(voir  page  287,  théorème  12). 
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5.  Théorème.  Une  ligne  du  troisième  degré  a  neuf 
points  d' inflexion ,  sur  le  nombre  desquels  il  y  en  a  né-- 
cessairement  un  de  réel  et  au  plus  trois  points  qui  sont 
toujours  en  ligne  droite. 

Démonstration .  Les  coordonnées  des  points  d'inflexion 
sont  les  racines  d'une  équation  du  neuvième  degré 
(t;o/r  page  294)  ;  il  y  a  donc  au  moins  une  racine  réelle. 
Supposons  qu'il  y  ait  plus  d'une  racine  réelle.  Soient  I 
et I' deux  points  d'inflexion;  la  droite  II'  rencontre  la 
courbe  en  un  troisième  point  F'-,  les  tangentes  menées  en 
I,  r,  F'  rencontrent  la  courbe  en  trois  points  qui  sont  sur 
une  ligne  droite,  dite  droite  de  rencontre  (théorème  4). 
Or  les  tangentes  aux  points  d'inflexion  I  et  F  ont  un  point 
de  contact  triple^  donc  I  et  F  se  confondent  avec  les  points 
de  rencontre.  AinsiladijpitelFF'estelle-mêmela  droite  de 
rencontre ,  donc  F'  est  aussi  un  point  d'inflexion.  Soit  F" 
un  quatrième  point  d'inflexion  ;  il  est  nécessairement  hors 
de  la  droite  IFI'',  Chacunedes  droites  IF",  F  F'',F'F"  don- 
nerait un  nouveau  point  d'inflexion,  et,  en  continuant, 
on  obtiendrait  un  nombre  indéfini  de  points  d'inflexion- 
donc  il  n'existe  pas  de  quatrième  point  réel  d'inflexion. 

Obsen^ation,  Prenons  un  point  d'inflexion  pour  ori- 
gine des  coordonnées.  Les  six  points  d'inflexion  ima- 
ginaires fournissent  trois  droites  réelles  {voir  tome  V, 
page  4^3)  qui  passent  par  l'origine. 

6.  Théorème.  Si,  par  un  point  M,  on  mène  trois 
droites  y  et  si  l'on  prend  deux  points  sur  chaque  droite  • 
par  ces  sept  points,  passent  une  infinité  <afe  lignes  du 
troisième  ordre.  Si  le  point  M  est  un  point  d^injlexion 
pour  une  de  ces  courbes,  il  sera  aussi  un  point  d* inflexion 
pour  toutes  ces  courbes,  (Haut.) 

Démonstration.  Prenons  sur  chacune  des  trois  droites 
le  centre  harmonique  relativement  au  point  M;  puisque 
<e  point  est  d'inflexion  dans  une  de  ces  courbes,  les  trois 

Ann.  de  Uaihémai.,  t.  IX.  (Octobre  i85o.)  aS 
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centres  sont  sur  une  même  droite  (théorème  2).  Mais  cette 
droite  reste  la  même  pour  toutes  les  courbes  ^  donc ,  réci- 
proquement, le  point  M  est  un  point  d'inflexion  pour 
toutes  les  courbes  (théorème  2). 

7.  Théorème.  &',  parles  neuf  points  d'inflexion  d*une 
ligne  du  troisième  ordre  ^  on  fait  passer  une  seconde 
courbe  du  même  ordre ,  ces  neuf  points  seront  aussi  les 
points  d 'inflexion  de  la  seconde  courbe,         (H esse.  ) 

Démonstration.  Par  chaque  point  d'inflexion  passent 
quatre  rayons  renfermant  chacun  deux  points  d'inflexion 
(théorème  5,  obsen^ation) ,  On  est  donc  ramené  au  théo- 
rème précédent. 

Remarque,  Le  théorème  est  de  M.  Hcsse ,  professeur  à 
l'Université  de  Kœnigsberg,  en  Prusse,  et  il  se  trouve  dans 
le  beau  mémoire  géométrico-anaky tique  sur  les  fonctions 
du  troisième  ordre.  (Crelle,  tomes  XXVIII,  XXXVII. 
XXXVIII.)  Ce  moyen  ingénieux  de  démonstration  ap- 
partient à  M.  Hart,  professeur  à  TUniversilé  de  Dublin 
(Crelle,  tome  XXXIX,  page  365,  i849j  ^^  français). 

[Suite.) 


TRfiORÈME  DE  FERMAT  ET  MANUSCRIT  ARABE 

(Toir  t.  Vm,  p.  86»). 


Le  Journal  de  M.  Crelle  (tome  XL,  t!^  cahier)  con- 
tient trois  Mémoires  arithmologiques  de  M.  E.-E.  Kum- 
mer,  célèbre  professeur  à  l'Université  de  Breslau.  Le.* 
deux  premiers  Mémoires  traitent  de  certaines  classes  et 
propriétés  des  nombres  complexes  (voir  Journal  Av 
M.  Liouville,  tome  XII ,  page  i85;  1847).  ^^  troisième 
Mémoire  (du  ^9  juin  1849)  ^^^  ^'^^  conséquence  des 
deux  premiers  ,  et  porte  ce  titre  : 

Démonstration  générale  ni;  théorème  de  Fermai  . 
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savoir  :  que  V équation  jr" -h  7'=^  z'^'est  insoluble  en 
nombres  entiers  pour  tous  les  exposants  i  qui  sont  des 
nombres  premiers  impairs,  et  qui  ne  se  tronv^ent  pas 
comme  facteurs  dans  les  numérateurs  des  \  (i  —  3)  pre- 
fniers  nombres  Bernoullicns, 

Qnoique ,  dans  cet  énoncé ,  on  ne  parle  que  de  nom- 
bres entiers ,  la  démonstration  s'applique  également  aux 
nombres  complexes  formés  avec  les  racines  de  l'unité  de 
degré  X  5  en  consultant  une  Table  des  nombres  Bernoul- 
licns ,  on  voit  que  les  nombres  premiers  suivants  satisfont 
à  la  condition  ,  savoir  : 

3,  5,  7,    II,    i3,    17,    19,   23,   29,  3i,  41,  43. 

Par  exemple ,  le  nombre  29  ne  se  rencontre  pas  comme 
facteur  dans  aucun  des  numérateurs  des  treize  premiers 
nombres  Bernoullicns,  et  ainsi  des  autres.  Ainsi  le 
théorème  de  Fermât  est  démontré  pour  tous  ces  nom- 
bres premiers,  tandis  que  37  se  rencontre  comme  fac- 
teur dans  l'un  des  numérateurs  des  dix-sept  premiers 
nombres  Bernoullicns.  M.  Kummer  déclare  que  ses  re- 
cherches sur  les  nombres  complexes  ne  lui  permettent  de 
se  prononcer  ni  sur  la  possibilité,  ni  sur  l'impossibilité 
de  l'équation 

Ainsi  M.  Kummer  a  découvert  que ,  dans  les  nombres 
complexes  formés  avec  les  racines  X*^'""  de  l'unité,  il  existe 
dans  leurs  propriétés  intimes  des  différences  assez  consi- 
dérables, selon  que  1 ,  nombre  premier  impair,  se  trouve 
ou  ne  se  trouve  pas  comme  facteur  dans  un  numérateur 
de  l'un  des  \  (X  —  3)  premiers  nombres  Bernoullicns. 
M.  Crelle  a  acquis  des  droits  à  l'éternelle  reconnaissance 
des  géomètres,  en  accueillant  et  recueillant  de  magnifi- 
ques travaux  sur  la  partie  la  plus  noble ,  la  plus  géné- 

25. 
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leuse  et  la  plus  sublime  de  la  science  malhémalique. 
(Voir  Noie  à  la  fin.) 

On  a  lieu  d'être  surpris  que^  malgré  Timportancc 
mystique  qu'on  attachait  aux  nombres  dans  Técole  pytha- 
goricienne et  néoplatonicienne ,  la  théorie  des  nombres 
ait  fait  si  peu  de  progrès  chez  les  Grecs,  peuple  de  génie, 
et  ait  fait  des  progrès  chez  les  Indiens,  peuple  réputé 
stationnai re.  Deux  causes  ont  peut-être  contribué  à  ce 
résultat  :  les  besoins  du  conmierce  ont  créé  Tarithmé- 
tique ,  de  même  que  la  division  des  champs  et  la  construc- 
tion des  bâtiments  ont  fait  naître  la  géométrie^  surtout 
en  Egypte .  Or,  chez  les  Grecs ,  les  professions  commer- 
ciales étaient  décriées ,  et  passaient  pour  des  occupations 
serviles.  Aussi  ils  ne  cultivaient  Tarithmétique  qu^en  vue 
de  la  musique,  qui  compuit  parmi  les  arts  libéraux; 
tandis  que  l'Inde  a  été,  de  temps  immémorial ,  le  théâtre 
d  une  immense  activité  commerciale. 

C'est  à  cette  activité  qu'on  doit  sans  doute  Tinvention 
d'une  numération  écrite  y  prompte,  simple,  parfaite; 
système  abrégé  qui  manquait  totalement  aux  Grecs  et  aux 
Egyptiens.  C'est  la  seconde  cause,  et  probablement  la 
principale.  Il  est  même  probable  que  ce  système  a  été 
importé  et  propagé  en  Occident  par  des  négociants  israé<- 
lites,  longtemps  avant  que  Fibonnaci  ait  rédigé  et  pu- 
blié ce  système.  Il  reste  à  expliquer  pourquoi  les  In- 
diens, qui  ont  été  si  loin  dans  l'arithmétique,  dans  Ta- 
ri thmologie,  dans  l'algèbre,  se  sont  arrêtés  si  court  dans 
la  géométrie.  On  ne  sache  pas  qu'ils  aient  eu  connaissance 
des  coniques-,  du  moins  le  Ldawatti,  le  Fija^gannita  et 
le  Gannita-^d'hyaya  n'en  parlent  point  :  la  théorie  de 
ces  courbes  paraît  être  une  création  entièrement  grecque. 

Les  Arabes  ont  participé  aux  deux  civilisations  in- 
dienne et  grecque;  ils  ont  cultivé  avec  succès  les  sciences 
de  calcul  et  celles  de  l'espace. 
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Ainsi  M.  F.  Wœpeke,  professeur  particulier  à  l'Uni- 
versité de  Bonn ,  nous  apprend  (i)  qu'un  manuscrit  arabe , 
composé  par  Aboul-Fath-Omar-ben-lbrahim-Alkhâyâmi , 
et  cité  par  Montucla  ,  contient  la  construction  des  équa- 
tions cubiques  par  l'intersection  de  deux  coniques.  L'au- 
teur arabe  donne  le  tableau  de  ces  vingt-cinq  équations^ 
dont  il  s'occupe  successivement. 

Équations  simples. 


(') 

«  =  j:, 

(2) 

a:=x\ 

(3) 

a=:x^. 

(4) 

bx=:x\ 

(5) 

bx  =  .v'. 

(6) 

ex'  z=  x\ 

Équations  composées. 

(7) 

X' -h  b.r  =  ay 

(«) 

.r--h  a  =  bxy 

(9) 

bx  -h  a  r=  a:- , 

(lo) 

x^  4-  cx'  =  bx , 

(«•) 

x^-}-  bx=  cx\ 

(.2) 

ex'  -^  bx  =  x^  y 

(.3) 

x^  -^  bx  =z  a  y 

(■4) 

x^-h  a  =  bx, 

(.5) 

bx-i-a  =  .r' , 

(x6) 

x^  -i-  cx'^=  a. 

(>7) 

x^  -^  a  =  ex- , 

(i8) 

rx'  -H  «  =  jr% 

(•9) 

x'-hcx'-hbx  =  a, 

(20) 

x^-\-cx'-ha  z=bxy 

(2,) 

,r*  4-  6j:  -f-  fl  =  ex' , 

(22) 

rx^f-h  bx-ha  =  a:% 

(23) 

x^-\-cx'  =  bx-ha, 

(»4) 

,r*  H-  ôx  =  ex' -h  a, 

(25) 

j:\-t-  a  =  ex'  -h  bx 

(*)  Journal  de  M.  Crclle,  tome  LX,  pa{{c  160  ,  i85o;  en  français. 
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Les  équations  (4-6  et  lo-ia)  sont  ramenées,  par 
des  procédés  géométriques ,  à  celles  qu  on  en  déduit  en  les 
divisant  par  xeix^,  La  résolution  algébrique  et  géométri- 
que des  équations  carrées  ressemble  à  celle  qui  est  donnée 
par  Mohamed -ben-Mousa  (voir  tome  V,  page  567). 
M.  Wœpeke  a  traduit  tout  ce  qui  concerne  la  construc- 
tion des  racines  de  Téquation  (17),  que  l'auteur  arabe 
effectue  au  moyen  de  l'intersection  d'une  hyperbole  et 
d'une  parabole.  L'auteur  arabe  n'admet  que  les  racines 
positis^es  y  et  il  considère  les  solutions  négatives  comme 
désignant  des  impossibilités.  Le  savant  traducteur  a  mis 
des  notes  qui  éclaircissent  le  texte.  Le  manuscrit  appar- 
tient à  la  bibliothèque  de  Leyde.  On  n'en  connaît  pas  la 
date  précise  :  les  deux  limites  sont  le  milieu  du  xi*  et  la 
fin  du  XI  v®  siècle.  Montucla  mentionne  ce  manuscrit  [His- 
toire des  Mathématiques  y  tomel,  page  385),  d'après  la 
préface  d'un  ouvrage  du  célèbre  Meermann  (Gérard) ,  et 
intitulé  :  Spécimen  calculi  fluxionalis  (1742,  in-4®).  A 
cette  occasion ,  Montucla  se  plaint  de  ce  que  les  mathé- 
maticiens négligent  l'élude  de  Tarabe,  et  les  arabistes 
l'étude  des  mathématiques.  Ce  reproche  ne  peut  pas  s'a- 
dresser à  l'Allemagne;  M.  Wœpeke  possède  les  sciences 
de  calcul ,  comprend  l'idiome  arabe,  et  écrit  avec  clarté 
notre  langue.  La  Société  asiatique  devrait  engager  et 
encourager  ce  jeune  professeur  à  publier  le  texte  SAl- 
khâjdmjj  avec  une  traduction  française.  C'est  un  nouveau 
service  que  cette  illustre  Société  rendrait  à  l'érudition 
orientale. 

Nous  remarquerons  que  les  Arabes ,  en  empruntant  aux 
Grecs  la  construction  des  lieux  solides,  en  ont  augmenté 
l'étendue-,  mais,  jusqu'ici,  on  ne  sache  pas  qu'ils  aient 
connu  la  solution  de  Cardan.  Toutefois  les  constructions 
géométriques  peuvent  amener  à  la  solution  algébrique 
de  l'équation  du  quatrième  degré. 
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En  effet ,  soit  donnée  une  équation  du  quatrième  degré  ; 
on  construit Jes  racines  à  Faide  de  Tinlersection  de  deux 
coniques.  Représentons  les  équations  de  ces  coniques  par 
P==o,Q=o,  àFune  de  ces  coniques  on  peut  substituerunc 
troisième  conique  représentée  par  Téquation  P  -f-  fx  Q  =o, 
où  (i  est  un  coefficient  arbitraire  ;  et  l'on  détermine  ce 
coefficient  de  manière  que  cette  troisième  conique  se 
réduise  à  deux  droites.  La  question  est  ramenée  à  Tinter- 
section  d'une  conique  et  de  deux  droites,  et,  par  consé- 
quent ,  à  une  équation  quadratique.  Or,  pour  que  la  troi- 
sième conique  représente  deux  droites ,  il  faut  poser  L=05 
L  est  l'expression  AE*  -h-  CD*  -f-  FB»  —  BDE  -h  4  ACF 
rapportée  à  Féquation  hexanôme  (*).  Celte  détermination 
donne  pour  |ut  une  équation  dit  troisième  degré ,  qui  n'est 
autre  que  la  réduite  de  la  solution  algébrique.  Cette  obser- 
vation a  élé  faite  depuis  longtemps  par  M.  Lamé ,  dans  son 
excellent  Opuscule  sur  Di\f erses  méthodes  géométri- 
(fues{**).  Cette  méthode  n'est  pas  applicable  à  Téqua- 
tion  du  troisième  degré  ^  elle  conduit  à  une  réduite  aussi  de 
ce  degré.  On  n'a  pas  encore  fait  pour  le  quatrième  degré 
ce  que  M.  Bonniakowski  a  fait  pour  le  troisième  (tome  IV , 
page  382)  ;  savoir  : 

Étant  donnée  l'équation  générale 

OoX*  -h  bx"  -H  <^j:'  -4-  ^^  -h  ^  =  o , 

et  la  résolvant  par  la  méthode  connue,   comment  dé- 
duit-on les  trois  racines  lorsque  a^  devient  zéro? 

Note,  La  théorie  des  nombres  est  peu  cultivée,  cl 
communément  même  dédaignée  en  France ,  et  pour  de 
bonnes  raisons.  Cette  théorie  ne  fait  pas  tourner  des  roues, 
ne  fait  pas  ouvrir  des  vannes,  ne  fait  condenser  ni  gaz  ni 


(  •)  L  est  le  dètrrminant  de  l'ôquation  hexanftmc  rendue  homogène. 
('  *  )  Lamé  (O.  , ,  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre 
les  problèmes  de  géométrie,  Paris,  V»c  Courrier,  18 1^;  in-S», 
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vapeur,  et,  ce  qui  est  encore  pis,  ne  sert  pas  aux  exa- 
mens; dès  lors  les  esprits  calculateurs,  partout  en  majo- 
rité ,  sont  en  droit  de  demander  à -quoi  bon  étudier  une 
théorie  qui  ne  rapporte  rien.  Mon  intelligence  bornée  ne 
me  fournit  aucune  réponse  à  de  semblables  questions.  Le 
bruit  court  que,  par  le  même  esprit  de  calcul,  le  pro- 
chain règlement  de  TÉcole  Polytechnique  proscrira  la 
mécanique  rationnelle  des  Lagrange ,  des  Laplace,  des 
Poisson,  et  prescrira  la  mécanique  très-^industrièlle  de  ces 
messieurs.  Comme  je  crois  à  la  pudeur ,  je  ne  crois  pas 
à  cette  nouvelle  :  il  y  a  quelque  malentendu.  (Septem- 
bre ,  a6.  ) 


BlBLIOGRilPHIE  (*). 
Traité  du   kivellemeiït  ,    comprenant   la  théorie  et 

LA  pratique  du  NIVELLEMENT  ORDINAIRE  ET  DES 
NIVELLEMENTS  EXPÉDITIFS ,  DITS  PRÉPARATOIRES  OU  DE 

RECONNAISSANCE  \  par  P.  Breton  [de  Champ) ,  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées.  Paris ,  1848 ,  in-8^,  3i2  pages, 
et  4  planches  gravées.  (Ouvrage  autorisé  pour  les 
bibliothèques  des  lycées  et  des  collèges.  ) 

L'art  du  nivellement  a  du  naître  avec  les  premiers  be- 
soins des  sociétés  policées.  On  sait  qu'il  fut  cultivé  par  les 
Grecs,  et  qu'il  faisait  partie  de  leur  Géométrie  pratique. 
Nous  voyons  ,  par  les  Lettres  de  Trajan  à  Pline  ,  que  les 
niveleurs  de  la  Grèce  étaient  en  grande  réputation 
dans  Tempire  romain. 

(*]  Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  \e&  Nouvelles  Annales  de  Maihè'- 
matiques  se  trouvent  chez  M.  Bachelier,  libraire,  qnai  des  Auf^stins» 
no  55. 
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Considéré  au  point  de  vue  géométrique  i  le  problème 
du  nivellement  est  d'une  extrême  simplicité.  Dès  que  Ton 
a  im  procédé  pour  déterminer  exactement  la  différence  de 
niveau  entre  deux  points,  dont  la  distance  n'excède  pas 
une  certaine  limite,  on  arrive  très-facilement  à  comparer 
entre  elles  les  hauteurs  d'un  nombre  quelconque  de  points, 
à  quelque  distance  qu'ils  soient  les  uns  des  autres.  L'in- 
strument à  l'aide  duquel  on  mesure  la  différence  inuné- 
diate  de  niveau  entre  deux  points ,  porte  le  nom  de  nweau. 
On  en  a  fait  de  formes,  très-différentes ,  fondés  sur  divers 
principes  \  mais  tous  n'ont  pas  réussi  au  même  degré,  parce 
que  la  pratique  exige  que  le  niveau  soit  d'une  manœuvre 
commode ,  prompte  et  sure.  Il  serait  fort  intéressant  de 
savoir  jusqu'à  quel  point  les  instriunents  dont  les  Grecs 
se  servaient  pour  niveler,  possédaient  ces  qualités  essen- 
tielles. Par  leur  secours,  ils  étaient  parvenus,  d'après  les 
témoignages  de  Pline  l'Ancien  et  de  Vitruve,  à  déterminer, 
avec  une  surprenante  précision,  les  pentes  les  plus  con- 
venables pour  l'écoulement  des  eaux.  Les  notions  que  nous 
avons  sur  ce  sujet  se  réduisent  malheureusement  à  fort 
peu  de  chose.  Vitruve  donne,  il  est  vrai,  la  descrip- 
tion du  chorobate,  le  niveau  le  plus  exact  que  Ton  connût 
de  son  temps;  mais  cette  description  est  obscure,  et  la 
figure  de  l'instrument  est  perdue.  D  fait  connaître  les  noms 
de  deux  autres  niveaux  appelés  dioptra  et  libra  aquaria,  et 
les  «indique  comme  sujets  à  erreur,  «  quod  dioptrœ  Ubrœ- 
»  que  f allant.  »  L'exactitude  des  nivellements  exécutés 
par  les  Romains  est  prouvée  par  les  monuments  hydrau- 
liques qu'ils  ont  laissés.  L'ancien  aqueduc  d'Arcueil  avait 
une  pente  uniforme  dans  toute  sa  longueur,  qui  est 
d'un  peu  plus  de  12  kilomètres.  L'aqueduc  actuel,  con- 
struit au  commencement  du  xvii*^  siècle ,  par  les  ordres  de 
Marie  de  Médicis ,  offre ,  sous  ce  rapport ,  de  continuelles 
et  choquantes  irrégularités.  On  peut  croire  que  si  la  pente 
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totale  eut  été  strictement  suffisante ,  celte  entreprise  n*au> 
rait  pas  réussi  entre  les  mains  des  constructeurs  de  cette 
époque.  L'art  du  nivellement  n'était  plus  qu'une  prati- 
que grossière  et  incertaine. 

C'est  à  Tastronome  Picard ,  l'un  des  premiers  savants 
qui  furent  appelés  à  faire  partie  de  FAcadémie  des 
Sciences ,  que  Ton  doit  la  renaissance  de  Fart  de  niveler. 
Chargé  d'examiner  les  projets  que  Ton  avait  conçus  pour 
amener  de  l'eau  à  Versailles ,  et  particulièrement  les  eaux 
de  la  Loire,  les  grandes  opérations  qu'il  eut  à  faire  le  con- 
duisirent à  inventer  de  nouveaux  instruments  bien  plus 
précis  que  ceux  qui  étaient  alors  en  usage ,  et  des  méthodes 
pour  s'en  servir  sûrement.  Habile  et  consciencieux  obser- 
vateur, les  résultats  obtenus  par  lui  parurent  merveilleux 
par  leur  rare  exactitude.  Picard  avait  composé  un  Traité 
du  nivellement  qui  fut  publié  en  i684  ?  ^près  sa  mort,  par 
de  la  Hire. 

Les  succès  de  Picard  avaient  inspiré  une  vive  émulation 
à  ses  contemporains.  Mariotte ,  Rœmer,  Huygens,  la 
Hire  se  distinguèrent  par  l'invention  d'instruments  ingé- 
nieux. Le  perfectionnement  des  niveaux  fut  aussi  à  la 
mode  en  Italie,  à  peu  près  vers  la  même  époque.  On  doit 
à  Branca,  Scipio  Claromontius  et  Riccioli,  des  essais  plus 
ou  moins  heureux  5  mais  l'invention  la  plus  remarquable, 
et  l'une  des  meilleures  assurément  qui  aient  été  faites,  fut 
celle  du  niveau  à  bulle  d'air,  par  Melchisedech  Thévenot, 
qui  en  publia  la  description  en  1666,  sans  nom  d'auteur, 
sous  ce  titre  :  Machine  noui^clle  pour  la  conduite  des 
eaux,  pour  les  bâtiments j  pour  la  na\^igation  et  pour  la 
plupart  des  autres  arts.  On  la  retrouve,  environ  quinze 
ans  après,  dans  un  volume  in-8°,  intitulé  ;  Recueil  de 
voyages  de  M.  Thévenot ,  imprimé  en  1682.  Le  niveau 
à  bulle  d'air  n'est  autre  chose  qu'un  tubede  verr^  presque 
cylindrique,  un  peu  bombé  vers  son  milieu;  ses  (*xirc- 
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mités  sont  fermées  hermétiquement.  L'intérieur  est  rem- 
pli d'un  liquide  non  susceptible  de  geler,  ordinairement 
de  Talcool  ou  de  Féther,  qui  en  occupe  toute  la  capacité, 
sauf  une  petite  partie  qui  reste  vide,  et  parait  comme  une 
bulle  nageant  à  la  partie  supérieure  du  liquide.  On  est 
toujours  certain  que  la  tangente  à  la  surface  intérieure 
du  verre,  au  point  où  cette  bulle  s'arrête  en  équilibre,  est 
horizontale.  Quand  on  a  déterminé  ce  point  et  la  direction 
de  la  tangente,  on  est  en  état  de  diriger  horizontalement 
un  rayon  visuel  avec  la  plus  grande  précision.  Dans 
le  niveau  de  Picard,  cela  se  faisait  par  le  moyen  d'un 
fil  à  plomb  ou  perpendicule ,  dont  la  longueur  ne  pou- 
vait guère  excéder  i"*,5o;  ses  oscillations  ne  s'arrê- 
taient qu'après  un  temps  assez  long.  Le  niveau  de  Thé- 
venot  équivaut  ordinairement  h  un  perpendicule  de  i5  à 
20  mètres.  On  en  construit,  pour  les  opérations  les  plus 
délicates  de  la  Géodésie ,  .qui  équivalent  à  des  perpendi- 
cules  de  60  à  100  mètres,  et  même  davantage.  Tout  cela 
est  renfermé  sous  un  très-petit  volume ,  et  la  bulle  s'arrête 
promptement  et  presque  toujours  sans  osciller. 

Le  haut  mérite  de  cet  instrument  ne  fut  toutefois  re- 
connu que  beaucoup  plus  tard,  quoique  R.  Hooke  Teût 
signalé  en  Angleterre  dès  l'année  1674-  {Lectiones  cul- 
lerianœ,  Londres ,  1679 ,  in-4°.  Voir,  dans  ce  Recueil ,  le 
Mémoire  intitulé  :  j4 nùnaduersions  on  the  first  part  of 
the  Machina  cœlestis,  etc.)  L'ingénieur  français  Chezy 
enseigna  les  moyens  de  rendre  régulière  la  suiface  inté- 
rieure des  tubes  de  verre  (  Mémoire  des  Sai^ants  étran- 
gers,  Académie  des  Sciences  ^  tome  V,  1768).  A  partir 
de  ce  moment,  le  niveau  à  bulle  d'air  se  répandit  chaque 
jour  davantage.  La  faveur  qui  s'attachait  encore  au  ni- 
veau de  Picard,  n'était  plus  qu'une  tradition  née  de  la 
réputation  justement  acquise  par  son  auteur,  mais  elle  ne 
pouvait  durer  en  présence  de  1  instrument  de  Thévenot, 
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perfectionné  par  Cheiy  et  Ramsden.  Pendant  que  l'abbé 
Para,  en  1780,  cherchait  à  le  rendre  d'une  manœuvre 
moins  lente  et  moins  difficile  (2®  édition  du  Traité  du 
nwellement  de  Picard,  et  Traité  du  nwellement  de 
Lespinasse),  on  ne  s'en  servait  déjà  plus.  Les  procédés 
pratiques  de  Fart  étaient  entièrement  changés. 

Ces  nouvelles  méthodes  éuient  en  usage  depuis  une 
ti^ntaine  d'années  sans  avoir  été  décrites ,  lorsque  parut , 
en  i8o5  ,  V Essai  sur  le  niifellement ,  ouvrage  anonyme 
de  Busson-Descars ,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  Ce 
n'était,  au  dire  de  l'auteur,  que  le  programme  d'un  Traité 
complet  qu'il  se  proposait  de  publier  ;  mais  on  y  trouvait, 
pour  la  première  fois ,  les  nouvelles  règles  du  nivellement. 
Aussi  fut*il ,  dans  les  principaux  Recueils  de  ce  temps, 
Tobjet  d'éloges  mérités.  La  publication  faite  à  Dragui- 
guan,  en  181 2  ,  d'un  Traité  complet  sur  la  théorie  et  la 
pratique  du  nwellement^  par  Fabre,  ingénieur  en  chef 
des  ponts  et  chaussées,  fut  peut-être  ce  qui  empêcha 
Busson-Dcscars  de  tenir  sa  promesse.  Il  se  contenta  de 
publier  à  Parme,  en  i8i3,  son  Traité  du  nii^ellement , 
restreint  à  ce  qui  concerne  l'usage  du  niveau  d'eau. 
L'ouvrage  de  Fabre ,  •  rempli  de  renseignements  précieux 
sur  la  pratique  du  nivellement ,  laissait  à  désirer  sous  le 
rapport  de  la  description  des  niveaux.  L'auteur,  éloigné  de 
Paris,  n'avait  pu  sans  doute  se  tenir  au  courant  des  perfec- 
tionnements que  recevait  sans  cesse  leur  construction. 

En  1820 ,  parut  le  Traité  du  niuellement  de  J.-J.  Vei^ 
kaven,  connu  par  ses  éditions  de  l'Art  de  lever  les  plans. 
Ce  Traité ,  auquel  il  n'avait  pu  mettre  la  dernière  main, 
fut  publié  après  sa  mort  par  un  ancien  ingénieur,  offi- 
cier d'état-major,  qui  le  compléta  en  y  ajoutant  la  des- 
cription, d'après  le  général  Andréossy  [Voyage  à  Vem- 
bouchure  de  la  mer  Noire) ,  du  lerazi ,  niveau  des  fontai- 
nicrs  de  Constantinoplc,  dont  les  procédés  sont  peul-êtit: 
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ceux  des   anciens   Grecs ,    conservés  dans    rîmmobilité 
orientale. 

Le  Traité  de  M.  Breton  (de  Champ) ,  publié  après  une 
longue  période  dans  laquelle  les  travaux  publics  ont  reçu 
d'immenses  développements ,  a  pour  objet  de  faire  con- 
naître Fart  dans  son  état  actuel,  avec  tous  les  perfection- 
nements' suggérés  par  l'expérience. 

L'ouvrage  est  divisé  en  cinq  livres.  Dans  les  quatre 
premiers ,  on  ne  s'occupe  que  du  nivellement  ordinaire , 
c'est-à-dire  de  l'opération  où  le  rayon  visuel  est  horizontal. 
Le  premier  livre  est  consacré  à  l'exposition  des  principes. 
C'est  la  partie  géométrique  telle  qu'on  devrait  l'enseigner 
dans  les  cours  de  mathématiques  élémentaires,  conune  le 
faisait  autrefois  Bezout.  Cette  introduction  ne  suppose 
point  la  connaissance  des  niveaux.  On  regardera  peut- 
être  comme  élégante  la  solution  de  ce  problème  fonda- 
mental :  Connaissant  la  différence  de  nii^eau  de  deux 
points  a  et  b,  et  celle  de  b  et  d 'un  troisième  point  c, 
troui^erla  différence  de  niueau  entre  a  etc.  L'auteur  donne 
sous  une  forme  très-simple ,  où  il  n'entre  que  des  nombres 
ronds,  l'expression  de  l'excès  du  niveau  apparent  sur  le 
niveau  vrai ,  en  ayant  égard  à  la  réfraction  atmosphérique. 
Sa  théorie  ne  suppose  point  la  terre  sphérique;  cette  hy- 
pothèse, qui  n'est  pas  conforme  à  la  vérité,  n'est  pas  da- 
vantage nécessaire. 

C'e^t  dans  le  second  livre  qu'on  trouve  le  détail  de 
la  construction  des  instruments,  et,  en  particulier,  du 
niveau  d'eau  et  du  niveau  à  bulle  et  à  lunette,  les  seuls 
qui  soient  aujourd'hui  d'un  usage  général.  Les  conditions 
géométriques  par  lesquelles  on  assure  leur  exactitude, 
surtout  pour  le  dernier,  sont  fort  curieuses  et  méritent 
d'être  étudiées  avec  soin.  M.  Breton  (de  Champ)  explique, 
ce  que  personne  n'avait  encore  fait,  en  quoi  consiste  vé- 
ritablement le  centrage  des  fils  de  la  lunette.  Les  autres 
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niveaux  sont  lobjet  de  mentions  plus  ou  moins  étendues. 
Il  était  bon  de  les  nommer  et  d'en  définir  le  principe,  ne 
fût-ce  que  pour  éviter  aux  inventeurs  des  tentatives  déjà 
faites  sans  succès ,  où  ils  échoueraient  probablement  aussi. 

L'expérience  a  prouvé  que  l'on  ne  peut  réussir  dans  le 
nivellement  que  moyennant  une  foule  de  précautions  mi- 
nutieuses (*) .  Le  troisième  livre  a  pour  objet  d'en  donner 
non  point  la  description  complète,  ce  qui  est  impossible, 
mais  une  idée  suffisante ,  de  telle  sorte  que ,  sur  le  terrain  • 
on  sache  bien  quelles  sont  les  choses  où  Tattention  doit 
plutôt  s'attacher.  On  y  insiste  avec  raison  sur  la  néces- 
sité de  faire  une  étude  approfondie  des  erreurs  instru- 
mentales. Dans  le  quatrième  livre ,  M.  Breton  fait  con- 
naître les  principaux  usages  du  nivellement,  particuliè- 
rement pour  la  construction  des  voies  de  communication, 
où  l'on  a  besoin  de  calculer  d'avance  le  déblai  et  le  rem- 
blai des  terres. 

Le  cinquième  livre  contient  les  procédés  de  nivellement 
où  l'on  s'affranchit  de  la  nécessité  de  se  servir  d'un  rayon 
visuel  exclusivement  horizontal  5  ils  conduisent  à  des  ré~ 
sultats  moins  exacts ,  mais  exigent  moins  de  temps  pour 
leur  exécution.  Leur  caractère  est  d'être  expéditifs,  et  de 
pouvoir  servir  aux  études  préparatoires  sur  le  terrain  et 
aux  reconnaissances  qui  précèdent  les  études  proprement 
dites.  L'usage  des  clisimètres  (mesureurs  de  pentes),  les 
nivellements  tri gonomé triques  à  petites  et  à  grandes  por- 
tées, le  nivellement  barométrique  sont  de  ce  nombre. 

L'ouvrage  est  terminé  par  quatorze  notes  qui  renfer- 
ment une  partie  des  matériaux  de  la  notice  placée  au  com- 
mencement de  cet  article.  La  note  IX  est  relative  à  Tinven- 


(*)  £n  1799,  la  Commission  d'É{rypto  a  assigné  9  mètres  pour  difle- 
rence  de  niveau  entre  la  mer  de  Suez  et  celle  de  Damiette  ;  or,  cette  dif- 
rence  vient  d'être  trouvée  n'être  que  de  3  centimètres.  {Comptes  rendas, 
séance  du  3o  septembre  i85o.} 
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tion ,  par  Buachc ,  de  la  méthode  des  sections  horizontales 
pour  exprimer  la  forme  de  la  surface  terrestre.  On  croyait 
généralement  que  Buache  n^ avait  pensé  à  exprimer  ainsi 
que  le  fond  de  la  mer.  Mais  un  autre  passage  de  cet  au- 
teur, cité  par  AI.  Breton  (de  Champ) ,  montre  qu'il  com- 
prenait toute  retendue  de  cette  méthode.  Ces  notes  con- 
tiennent ,  en  outre ,  divers  renseignements  sur  des  niveaux 
et  des  procédés  de  nivellement  peu  connus  ou  d'invention 
récente,  sur  le  degré  d'exactitude  auquel  on  est  parvenu 
dans  le  nivellement  s  sur  la  réfraction  atmosphérique,  etc. 
Maniant  avec  facilité  le  calcul  algébrique  et  les  des- 
criptions géométriques ,  ces  deux  puissants  guides  de  la 
science,  l'auteur  expose  et  motive  avec  clarté  les  procédés 
de  l'art ,  en  fait  ressortir  les  avantages  et  permet  d'en  ap- 
précier les  résultats.  Il  serait  à  désirer  que  le  savant  ingé- 
nieur voulût  appliquer  son  précieux  talent  à  nous  donner 
une  nouvelle  édition  de  Bion  ,  augmentée  des  instruments 
en  vogue  aujourd'hui,  et  élaguée  de  ce  qui  est  tombé  en  dé- 
suétude. Ce  sont  là  des  travaux  qui  font  honneur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  et  donnent  le  droit  d'aspirer  à  son  ensei- 
gnement. Car,  pour  avoir  ce  droit,  un  titre  indispensable 
est  celui  d'être  connu  et  estimé  du  public  savant,  le  seul 
électeur  compétent.  II  en  est  ici  comme  des  grandes  mai- 
sons de  commerce,  qui,  pour  soutenir  leur  réputation, 
ne  prennent  pour  associés  que  de  gros  capitalistes,  dont 
le  nom  a  un  crédit  sur  la  place.  On  raconte  que  le  grand 
Frédéric ,  cédant  à  d'importunes  obsessions ,  accorda  cer- 
tain emploi  à  un  sujet  médiocre  en  mettant  sur  le  brevet 
cette  clause  :  «  Nous  nommons  un  tel  en  considération 
ries  services  qu  il  nous  rendra,  s'il  en  est  capable,  »  Dans 
le  haut  enseignement,  soit  normal,  soit  polytechnique, 
un  professeur  doit  être  nommé  en  considération  de  ce 
qu'il  a  fait  et  non  de  ce  qu'il  fera. 
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THÉORÈME  SUR  LES  POLYGONES  SUPERPOSÉS; 

Pae  m.  h.  ROUART, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand,  classe  de  M.  Beynac. 


Théorème.  Si  l'on  place  l'un  sur  l'autre  deux  poly- 
gones con\^exes  d'un  même  nombre  de  côtés,  de  manière 
o 

que  deux  côtés  consécutifs  de  l'un  soient,  coupés  par  un 
côté  de  l'autre^  on  obtient  une  suite  de  triangles  sail- 
lants ;  le  produit  des  côtés  extérieurs  de  rang  impair  est 
égal  à  celui  des  côtés  de  rang  pair. 

Démonstration,  Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  chacpie 
polygone-,  on  forme  2/1  triangles  extérieurs,  ayant  deux 
à  deux  un  angle  égal  comme  opposé  par  le  sommet.  Dési- 
gnons par  f  1 ,  Tj ,  ?8 , . . . ,  'ïn  les  aires  des  triangles ,  par  aj  , 
a, ,  as , .  •  •  9  ^S"  ^^  ^^^^^  extérieurs ,  et  par  Ji ,  />j ,  ij , . . . ,  ii„ 
les  côtés  intérieurs  successifs  ;  on  a  la  suite  de  rapports 
égaux  : 

^.  :  ^2  ::  fli  b^  :  a^b^, 
t,  :  t,  ::  a,b,:  a,b,, 
t^  :  t^  :i  a^  bi  :  o»  b^ , 


f,_i  1  ti  \l  ai^x  bi^x  l  ûi+a bi , 

tin  :  tt  ::  ««„,  6j,  :  a^nbx- 

Multipliant  par  ordre,    et   supprimant   les   facteurs 
communs,  on  obtient 

C.  Q.F.  D. 


Digitized  by 


Google 


{4o.  ) 


NOTB  SUR  LE  TRUNGLE  RECTILHiNB 

(Tolr  t.  IX,  p.  n4); 

Pa»  m.  j.  mention. 


DEUXIEME    PARTIE. 

1 .  Feu  M.  Richard m'ayant  demandé ,  à  plusieurs  repri- 
ses, de  lui  démontrer  géométriquement  le  contact  du  cercle 
des  neuf  points,  voici  le  moyen  auquel  je  suis  parvenu  il 
y  a  quelque  temps. 

Je  me  propose  de  mener,  par  le  milieu  d'un  des  côtés  a , 
un  cercle  tangent  au  système  (r,  a)  ou  ((3,  y). 

Soit  F  le  pied  de  la  bissectrice  intérieure  passant  par 
le  sommet  A  ;  ce  pied  est  le  centre  de  similitude  interne 
du  système  (r,  a);  soient  D,  D'ies  points  où  (r) ,  (a) 
touchent  le  côté  a  dont  le  milieu  est  M  et  K  le  pied  de  la 
hauteur  relative  à  ce  côté.  On  prouve  aisément  cette  pro- 
portion :  FD.FD'  =  FM.FK  [voir  Gebono,  Annales^ 
tome  in,  page  496  )•  Ainsi  le  cercle  cherché  passe  par  le 
pied  de  la  hauteur.  Or  je  choisis  le  milieu  du  côté  a  parce 
qu'il  est  un  point  de  l'axe  radical  de  chacun  des  systèmes 
(r,  a),  ((3,  y),  et  me  voici  amené  à  cette  question  spé- 
ciale : 

«  Trouver  la  position  d'une  circonférence  tangente  à 
»  deux  circonférences  données ,  et  passant  par  un  point 
»  de  leur  axe  radical.  » 

Cette  position  se  fixe  très-nettement  en  faisant  usage 
d'une  solution  aussi  élégante  que  peu  connue,  donnée, 
pour  le  cas  général,  par  M.  Cauchy,  alors  élève  de  l'Ecole 
Polytechnique  (Correspondance  sur  cette  École,  tome  I, 
page  193) ,  ce  qui  conduit  au  théorème  suivant . 

2.  Théorème.  M  ^  un  point  de  Taxe  radical  de  deux 

Ann.  de  MtUkémat.,  U  IX.  (  IN^vembre  i85o.)  26 
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cercles  y  0,0';  A ,  A'  les  points  de  contact  d  une  des 
tangentes  communes.  Les  points  B ,  B'  où  les  lignes  MA , 
MA'  coupent  les  cercles ,  sont  les  points  oii  le  cercle  tan- 
gent fl  (OA,  O'A)  et  passant  par  M  touche  les  cercles. 
Le  centre  du  cercle  est  situé  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  la  tangente  commune  ^  et  si  ^  désigne 
la  distance  de  M  à  cette  tangente,   son  rayon  est  égal 

k  — ^;  expression  dans  laquelle  f  est  la  longueur  conunune 

des  tangentes  menées  par  M  aux  deux  cercles. 

Conséquemment,  revenant  au  triangle  rectiligne  de 
ci-dessus,  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  tang  (r,  a) 
contient  le  centre  du  cercle  passant  par  M  tangcntielle* 
ment  au  système  (r,  a)  ;  mais  tang  (/*,«)  est  perpendicu- 
laire au  rayon  du  cercle  circonscrit  issu  du  sommet  A 
[voir  i^''  partie,  corollaire  3).  Donc  cette  perpendicidaire 
est  un  rayon  du  cercle  des  neuf  points.  En  voilà  plus  qu'il 
n'en  faut  pour  établir  T identité  du  cercle  cherché  et  de 
celui  des  neuf  points. 

Ce  procédé  ,  appliqué  aux  trois  systèmes  où  entre  le 
cercle  r,  donne  le  théorème  suivant  : 

Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  aux 
points  de  contact  de  tang  (a,  r) ,  ((S,  r) ,  (y ,  r)  ai^ec  le 
cercle  inscrit  se  coupent  en  un  même  point  de  ce  cercle ^ 

Et  trois  autres  théorèmes  analogues  relatifs  aux  cercles 
ex-inscrits. 

3.  yîxes  radicaux  des  systèmes  (r,  a),  ((5 ,  y)....  Ces 
six  axes  sont  les  parallèles  menées  par  les  milieux  des 
côtes  du  triangle  aux  six  bissectrices.  Ainsi  les  parallèles 
aux  bissectrices  externes  se  coupent  au  centre  radical  (z) 
du  système  (a,  5,  y);  les  parallèles  à  la  bîsseclrîce  în- 
terne  d'un  sommet  et  aux  bisser irices  externes  des  deux 
autres  sommets,  se  coupent  en  des  points  z',  5",  r'", cen- 
tres radicaux  des  trois  systèmes  (r,  a,  ,5).  De  sorte  que 
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ces  quatre  centres  radicaux  sont  les  centres  du  cercle 
inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle  formé  par  les 
milieux  des  côtés  du  tfiangle  proposé. 

Je  terminerai  par  les  deux  énoncés  suivants  : 
Théorème.  Par  les  points  où  le  cercle  inscrit  touche 
les  côtés  y  menez  des  parallèles  aux  bissectrices  externes 
des  sonunets  opposés  à  ces  côtés;  le  triangle  ainsi  formé 
et  le  triangle  z  z^* z'"  ont  pour  centre  de  similitude  le 
point  de  contact  du  cercle  inscrit  et  de  celui  des  neuf 
points. 

Théorème.  Par  les  points  où  l'un  des  trois  cercles  ex- 
inscrits  (a)  touche  les  prolongements  des  côtés,  menez 
des  parallèles  aux  bissectrices  externes  des  sommets  op^ 
posés  à  ces  côtés,  et  une  parallèle  à  la  bissectrice  interne 
du  troisième  sommet  par  le  dernier  point  de  contact;  le 
triangle  ainsi  formé  et  le  triangle  zz"  z^"  ont  pour  cen- 
tre de  similàude  le  point  de  contact  du  cercle  ex-in- 
scrit (a)  et  de  celui  des  neuf  points. 


NOTE  SUR  LES  INTÉRÊTS  COMPOSÉS^ 

Par  m.  E.  BRASSINE. 


1**.  Si  l'on  désigne  par  c  un  capital ,  et  par  r  Tintérèt 
de  I  franc  par  an ,  le  capital  composé  au  bout  du  temps  t 
sera 

i^a  somme  S  des  intérêts  composés  sera 

S-=:rr(i4-r)'  — c  =  r(X~i), 

en  faisant  (i  -f-  r)'  =  k.  Mais  le  capital  primitif  c  rappor- 
terait dans  un  an  un  intérêt  p^  qu'on  trouverait  par  la 
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relation  pz=z  c.r*^  d'où 


par  suite, 


&=.p-{k-i). 


r 


Cette  formule  exprime  aussi  une  somme  de  payements 
annuels ,  augmentés  de  leurs  intérêts  composés.  Si  donc 
on  veut  trouver  le  payement  annuel  qui  pourrait  éteindre 
un  capital  a  placé  pendant  t  années ,  à  intéi^t  composé , 
on  aura  la  relation 


'où 

akr 


Ce  procédé  était  employé  par  mon  ancien  professeur, 
M.  Serres ,  pour  résoudre  le  problème  des  annuités ,  sans 
le  secours  des  progressions. 

a**.  Si ,  pour  éteindre  une  dette  a ,  on  voulait  faire  de» 
payements  annuels,  p,  ip^  3/7,.  ••  9  T')  la  détermination 
de  p  exigerait  la  sommation  de  la  suite 

/>(i -Hr)'- -4-2/>(i -f-r)'-»H- .  .  . -h  (r  — i)/i(n- r) -f-f/?. 
Cette  somme  est  équivalente  à 


r 


3^.  Il  serait  naturel  de  supposer,  dans  les  questions 
d'annuités ,  que  le  taux  de  l'intérêt  varie  d'une  année  à 
Tautre.  Supposons  que  l'intérêt  de  i  franc  soit,  la  pre- 
mière, deuxième,  troisième,  etc. ,  année,  wr,  (m —  i)r, 
(m —  2)  /•,... ,  ar,  r.  Si  l'on  fait  un  payement^  chaque 
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année ,  il  faudra  sommer  la  suite  ; 


[(H-/wr)(n-OT-—  ir)(i-|./w  — 2r).  .  .(i  4-r)"| 
■4-(H-/ii— ir)(i-f-/îi  — 2r)...  (i-4-r)..  .    I- 
H-  (i-h  ar)  (  I  -h  r)  -4-  (i  +  r)  4-  1  J 

Mais  en  appliquant  les  méthodes  d'Euler,  relatives  aux 
séries  hypergéométriques ,  on  réduit  la  somme 

S  =  x-H(H-r)x'+(H-r)  (n-2r)j:*... 

-*-  (l  4-r)(i-h2r)..  .  (i-|-/iir)j:"H 

à  l'intégrale  de  Téquation  linéaire 

Il  est  vrai  que  si  Ton  développe  l'intégrale  qui  fournit 
la  valeur  de  S ,  on  retombe  sur  la  série  qu'on  voulait  som- 
mer; mais  le  résultat,  mis  sous  une  forme  intégrale, 
pourra  permettre ,  dans  la  pratique,  Femploi  de  méthodes 
d'approximation,  très-utiles  dans  le  calcul  des  proba- 
bilités. 


SOLUTION  DU  PREMIER  PROBLEME  DU  GRAND  CONCOURS 

(TOir  t.  IX,  p.  ttt}  (•); 

Pae  m.  l.  regray-belmy, 

Élève   de   Sainte-Barbe  (élémentaires). 


Problème.  Par  le  point  P  de  deux  circonférences  qui 
se  coupent  on  mène  deux  droites  rectangulaires  ^  l'une 
d^ elles  rencontre  la  ligne  des  centres  en  a  y  la  petite 
circonférence  en  b  et  la  grande  circonférence  en  c  ; 
Vautre  rencontre  la  ligne  des  centres  en  a',  la  petite 

{')  Les  solutions  couronnées  seront  données  prochainement,  en  i85i . 
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circonjérence  en  c'  et  la  grande   en  b\  Prouver  que 
Von  a  toujours: 

ah  _a!h' 

ac        a'c' 

Solution,  Les  droites  bV  et  cV  passent  par  les  centres 
o  et  o'.  Si  Ton  mène  la  parallèle  ck  à  bb'^  rencontranl 
la  ligne  des  centres  en  /:,  on  a 

ab bo 

ac       ck 

et  si  l'on  mène  la  parallèle  dk  à  bV^  rencontrant  la  ligne 
des  centres  en  K^ 

a'b'       b'o 


a'c'  "" 

Vit' 

Orc'*'= 

zck^ 

car 

les 

triangles  o'A'c', 

o'kc 

sont 

égaux 

^donc 

ah_ 
ac 

a'b' 
a'c' 

C. 

Q 

F. 

D. 

SDR  LES  AIRES  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES  00  SPHfiRI«llS 

(voir  t.  IX,  p.  J78); 

Par  m.  J.  TILLOL, 

Professeur  à  Castres. 


Déduire  de  la  relation 

A  B  C  .S  a  h  c 

siB^p .  tang -  •  tang --  •  tang  -  =  2  sm  -  •  cos  -  •  cos  -  •  cos  -? 
22  2  2222 

la  formule  connue 

ABC 

S=r/?^  tang-.  tang-  ■  tang-- 
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Substituant ,  en  place  de  sin  p  ,  eos     5  cos  -5  cos  ~»  leur 

développement  en  série,  et,  en  place  de  sin  -?  son  déve- 

S 
loppement  dans  lequel   S  est  remplacé  par  ~  ?  multi- 
pliant le  tout  par  R'  et  posant  R  ==  oc  ,  on  arrive  à  la  re- 
lation demandée. 

Et  plus  simplement,   lorsque  le    triangle   sphérique 
devient  infiniment  petit,  il  se  réduit  h  un  triangle  recti- 

i.  T^  .  ,    S       S  a  b 

ligne.  Dans  ce  cas,   s\n  p=zp^  sin-  =  -?  cos -9  cos-? 

cos  -  se  réduisent  à  l'unité.  Ces  diverses  substitutions  con- 
2 

duisent  au  résultat  demandé. 


THEOREME  DE  M.  STEINER  SUR  DES  AXES  RECTANGULAIRES 
DANS  LES  CONIQUES. 


Théorème.  Par  une  origine  jixe^  prise  dans  le  plan 
d'une  conique j  menons  deux  droites  rectangulaires  quel-- 
conques^  soient  a  et  b  les  portions  de  ces  droites  inter- 
ceptées par  la  conique  j  x',  x"  les  segments  de  a  formés 
au  point  fixe  y  y\  y"  les  segments  de  h  formés  au  point 

^        1  .  .     ^'  b^ 

fixe;  la  quantité    ^^    „^  H — Tj—iTi  ^-^^  constante. 

XX        y  y 

Démonstration.  Soit 

Aj'  -h  Bxr  -4-  C.r'  4-  D^  H-  K.r  -h  F  =  o  , 

Téquation  de  la  conique^;  axes  rectangulaires  et  le  point 
fixe  étant  pris  pour  origine  \  passant  aux  coordonnées  po- 
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laires,  on  a 

z'(Asin^9  +  Bsm(f»cos3>  +  Gcos'f) 

H-z(Dsiny  -*-Ecosf)H-F=:  o* 

Désignons  par  z',  z"  les  deux  rayons  vecteurs  correspon- 
dants à  la  même  valeur  de  f  ^  on  aura 

(Dsiny-hKcosy)^ — 4^(^^P*y  +  P^°y<^sy-4-Ccos'y) 

^  F» 

Remplaçant  q>  par  tp  -h  -  ?  et  désignant  par  z\ ,  z\  les  deux 
rayons  vecteurs  correspondants  à  cet  angle ,  on  aura 

(D  ces  f  —  E sin f  )* —  4  ^ (^ cos'<p  —  B  sin  <p  ces ç  -h  Csin'f  ) 

ajoutant  les  seconds   membres  des  deux  équations,  on 

obtient 

D>-hE»— 4AF-^4CF 
pi ' 

quantité  indépendante  de  ç.  C.  Q.  F.  D. 

Observation,  Le  même  théorème  subsiste ,  dans  les  sur- 
faces du  second  degré,  pour  trois  axes  rectangulaires,  et 
c'est  là  le  théorème  général  énoncé  par  M.  Steiner  et  qui 
reste  à  démontrer. 


NOTE  SUR  LES  ESPACES  INFINIS  EN  GÉOMÉTRIE 
ÉLÉMENTAIRE. 


La  considération  des  bandes  infinies  pour  démontrer 
des  théorèmes  de  similitude,  est  employée  par  le  célèbre 
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Arnauld  (Antoine)  dans  ses  Nouv^eaux  Éléments  de  Géo- 
métrie,  page  190  (în-4°5  Paris,  1667),  et  il  dit:  En 
Doilàlapreuvey  dont  je  ne  croîs  pas  que  jamais  personne 
se  soit  amé. 

Bertrand  de  Genève  n'est  donc  pas  le  premier  qui  ait 
employé  ce  chanceux  moyen  de  démonstration. 

Nous  remarquerons  qu'Arnauld  se  sert  du  mot  anti- 
parallèle dans  la  même  acception  qu'aujourd'hui  (p.  2 1  a)  « 

Dans  le  privilège,  il  est  dit  que  c'est  le  sieur 
Claude  de  Beaubourg  qui  publie  cet  ouvrage  sous  le  nom 
de  M.  D.  M.  G.  B.5  tous  les  bibliographes  s'accordent  à 
attribuer  l'ouvrage  à  Arnauld,  il  porte  d'ailleurs  l'em- 
preinte de  l'esprit  méthodique  de  Port -Royal.  L'illustre 
théologien  est  né  à  Paris,  le  6  février  1612,  et  est  mort 
réfugié  à  Bruxelles,  le  8  août  1694  ?  année  delà  naissance 
de  Voltaire. 

Le  père  Lami ,  oratorien ,  dans  les  Entretiens  sur  les 
Sciences^  publiés  en  i683,  dit  que  les  Nouveaux  Éléments 
sont  d' Arnauld ,  mais  la  préface  est  de  Nicole. 


THÉORÈME  DE  GATOPTRIOUE^ 

Pae  m.  dieu, 

Agré{;é  de  rUnivenité^  docteur  es  sciences  mathématiques,  à  Dijon. 


Soient  I ,  R  et  N  un  rayon  de  lumière  qui  frappe  une 
surface  en  M ,  R  le  rayon  réfléchi ,  et  N  la  normale  à  la 
surface  en  M. 

Soient  encore  (a,  |3,y),(a',  j3',  y')et{X,  |ui,  v)  les 
angles  qui  déterminent  les  directions  de  I ,  R  et  N  par  rap- 
port à  trois  axes  rectangulaires^  et  co  Tangle  d'incidence 
(I ,  N)  égal  à  l'angle  de  réflexion  (R,  N). 
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On  trouve  que  : 

COS  a'  =  2  COS  > .  COS  w  —  COS  a , 
COS  P'  =:2COS/i.COSW  — COS  p  , 
COS  7'  =  2  COS  V  .COS  W  —  COS  7. 

Si  réquation  de  la  surface  et  celles  de  la  droite  (I)  étaient 
données ,  on  formerait  facilement ,  d'après  ces  formules , 
les  équations  de  la  droite  (R).  J?,/,  z  étant  les  coordon- 
nées du  point  M  de  la  surface ,  on  a 

dx.cos\  -hdy, cos  ^i-i-dz, cos v  =  o ; 
donc  les  formules  précédentes  donnent 

f/x.cosa'-+-  rf/.cosp'-l-flfe.cos7' 
=  —  { dx.  cos  a. -{-dj-,  co$  p-h/'fa.co57). 

Cette  formule  conduit  facilement  à  la  démonstration 
du  théorème  suivant ,  proposé  au  concours  d'agrégation 
en  1849  * 

Lorsque  des  rayons  lumineux  normaux  à  une  mémi 
surface  se  réfléchissent  sur  une  surfacedonnée ,  les  rajrons 
réfléchis  sont  aussi  normaux  à  une  même  surface. 

Note.  Cette  proposition  de  Malus  a  été  généralisée  par 
M.  Dupin;  "voir  le  beau  Mémoire  de  M.  Bertrand  (Jour- 
nal de  Mathématiques  y  tome  IX,  page  f45  *,  i844)* 


e 


THÊORBMB  DE  M.  JAGOBI  SUR  UNE  SÉRIE. 

(Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXI,  p.  i3;   184^.) 


1 .  Euler  a  démontré  que  Ton  a 

(i  —  .r)  (i  —  x')  (1  —  x')  ( I  —  x< ) . . .  =  I  —  X  —  x'  -h  X'^  -4-  A-' 
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X  est  quelconque,  et  Ton  prend  pour  m  successivement 
tous  les  nombres  entiers  compris  entre  —  oo  et  -4-  oo  ^  on 
voit  que  l'exposant  de  a:  est  le  nombre  figuré  dit  penta- 
gonaL 

Voici  le  théorème  de  M.  Jacobi  : 

Théorème. 


-H»  -J  o 


7 


( l)"(2/ï  -h  I  )x 

où  X  est  quelconque  ;  pour  m ,  on  met  tous  les  entiers 
compris  entre  —  oo  et  -h  oo  ,  et  pour  n  les  entiers  posi- 
tifs entre  o  et  oo  ;  de  sorte  qu'on  a 

les  exposants  de  x^  dans  le  second  membre,  sont  les 
nombres  trigonaux. 

Démonstration.  Faisons  a=  6m  -h  i,  6  =  2/H-i; 
m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  néga- 
tif, et  n  un  nombre  entier  positif^  avec  ces  conditions, 
on  a 

W        2^""'^    "*    b(^a^^b^)x  =o     (voirp.  174), 

a  —  b       ^  a-^  b       ^ 

I =  3m  — «,      =3/w-h/ï-f-i, 

2  2 

a  '  —  ^>  '  =  4  (  3  m  — /i  )  (  3  m -h  n -h  I  ) , 

a-h 

— r —  3ni  —  n  m-+-/i 

(-1)  "  =(-0        =(-0       ; 

ainsi  l'équation  (2)  devient 

2m-hn  ,    (6m^i)«-t-3(2n-M)' 

(__i)         (2/i-i-i)(3/?i  — /i)(3/ii-4-/i-4-i)x  =0; 

divisant  par  x^ ,  l'exposant  de  x  devient 

36/«*-M2m  +  3(4«'-f-4'')i 
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mais  X  étant  quelconque ,  on  peut  remplacer  x  par  x'^^  ; 
alors  Texposant  de  x  devient 

3  m*  H-  iw       ri*  -^n 

1 , 

2  2 

et  Tëquation  (3)  devient 

3  m*  -h  m        n'  -i-  1 

(4)2(-'r'*"%''+o[3(3/«'-+-m)-(«'-+-/i)]x  ^  "^""^ 

De  là ,  on  déduit 


^2 

(-.)-(3«,'+ 

m)x      » 

3i 

r»'-l-m 

1 

y(-i)»(2«+,)(«'+«)x  •' 

(5)     ~ 


2(-.)"(2«+.)x    ^ 

ou  bien,  divisant  par  ax  et  multipliant  ensuite  par  dx  et 
intégrant ,  on  obtient 

3  m' H-  m  n*  -+-  n 

2(-ir^    ^    =2(~i)-(2;/i-+.i}x~^.c.  Q.F.D. 

L'illustre  analyste  déduit  de  ce  qui  précède  les  théo- 
rèmes suivants. 

Théorème  1.  Soit  un  nombre  entier  p  de  la  forme 
24  «-f- 3,  et  qui  ne  soit  pas  le  triple  d'un  carré ^  si 
l'on  décompose  ce  nombre  de  toutes  les  manières  pos^ 
sibles  en  trois  carrés,  cliacun  de  la  forme  (6  m  ±:  i)*, 
deux  de  ces  carrés  pensent  être  égaux  j  supposez  que 
l 'on  compte  double  le  cas  où  les  trois  carrés  sont  inégaux, 
le  nombre  de  décompositions  répondant  à  trois  valeurs  de 
m,  l'une  paire  et  les  deux  autres  impaires,  ou  bien  toutes 
les  trois  paires,  est  égal  au  nombre  de  décompositions 
corresponilant  à  trois  vcdeurs  en  m,  l'une  impaire  et  les 
deux  antres  paires ,  ou  les  trois  impaires. 
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Théorème  2.  Mêmes  données  et  mêmes  décomposi- 
tions que  dans  le  théorème  précédent,  mais  p  =  ib^] 
les  deux  nombres  de  décompositions  égaux  dans  le  pré-- 
cèdent  théorème  ne  sont  plus  égaux;  le  premier  nombre 
surpasse  le  second,  si  b  est  de  la  forme  4  -f-  i ,  et  le  se- 
cond nombre  surpasse  le  premier,  si  b  est  de  la  forme 

4  — I  ;  l'excès  est  égal  à  ^  i ,  si  b  est  dii^isible  par  3 ,  et 

au  nombre  le  plus  approché  de  -^b  ^  lorsque  b  n'est  pas 

divisible  par  3. 

Théorème  3.  On  peut  donner  à  tout  nombre  entier 
la  forme 

a'-+-  2  p' -4- 3  7' 4- 6^% 

OÙ  a ,  jS ,  y ,  cî  sont  des  nombres  entiers. 

Obseîvation .  Le  premier  exemple  d'une  série  continue 
à  puissances  croissantes,  et  dont  les  exposants  forment  une 
progression  arithmétique  du  second  ordre ,  a  été  donné 
par  Euler  [Introductio  in  Analysin,  de  partitione  nu- 
merorum,  §CCCXXIIl5  année  1748),  et  il  en  a  donné 
une  démonstration  rigoureuse  dans  les  Mémoires  de  l'A- 
cadémie de  Saint-Pétersbourg  (tome  IV,  première  par- 
tie, 1780,  page  41)5  i^oyez  aussi  Théorie  des  nombres 
(tome  in,  page  128,  y  édition;  i83o).  M.  Jacobi  a 
fait  voir  que  ce  théorème  découle  de  sa  nouvelle  théo- 
rie sur  les  développements  des  fonctions  elliptiques  (i^\/n- 
damenta,  §  LXYI,  équation 6,  page  i85*,  année  1829); 
dans  ce  même  immortel  ouvrage ,  l'auteur  donne  le  pre- 
mier exemple  d'une  série  dont  les  exposants  procèdent 
suivant  la  suite  pentagonale  égale  à  une  série  dont  les 
exposants  procèdent  suivant  la  suite  trigonale  (Funda- 
menta^  page  186);  et  il  a  donné  ensuite  de  ce  dernier 
théorème  une  démonstration  élémentaire  que  nous  avons 
ci -dessus  essayé  de  faire  connaître. 
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SUR  L4  FORMATION 

De  deu  séries  qu'on  rencootre  daos  la  disserUtioD  suYante  de  M.  Gaiss  : 
Summatio  quanundam  serierwn  singulcurium.  ^ 

D*APRiS    M.    LB    PROFESSEUR   £.    HEINE,    DE  BOVIT. 

(Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXXIX,  page  388;  i85o.) 


1 .  Principe  général.  Soit 

(1)  F(x)==2a„x-; 

c'est-à-dire  que  F  [x]  est  développé  suivant  une  série  in- 
finie, n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives, 
comprises  entre  o  et  00  .'  Si  F  [x)  est  décomposable  en 
facteurs,  et  si  Ton  peut  développer  chacun  de  ces  fac- 
teurs en  série  infinie ,  le  produit  de  ces  séries  est  identi- 
quement égal  à  la  série  (1)5  A„,  coefficient  de  x",  sera 
donc  égal  à  la  somme  des  séries  qui  donnent  x"  dans  le 
produit  des  facteurs. 

Ce  qui  suit  est  une  application  de  ce  principe. 

S.  Lemme, 


H-r — -wt — !:T^^- 


=  1  -4- 


Démonstration.  Soit 

d'où 

/(/z)  =  (l— z)/(z)  =  i  +A,rz-+-A,r=z'-»-  ... 
=  (i— z)(H-A,z  + A,z'-|-A,z«-t-  ...). 
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En  comparant  les   coefficients    des    puissances   sem- 
blables, on  trouve 


A,  =  5   Aï  = 


i-r       '-(,_r)(i-^)---- 
3.  Théorème.  La  série 

_    I-g°         ('-?")(!-?'-')   _  (l-y)(l-g--)(,-y-') 

est  nulle  lorsque  n  est  impair  y  et  lorsque  tz  est  pair  la 
série  est  égale  à 

('-7)('-7')(ï-7')---(ï-y"""')-        (Gauss.) 

Démonstration,    Dans  la   série   du    lemme,    faisons 
s  =  x'  et  r  =  <7*,  nous  obtenons 


-Ht- ttt: -T."'  -+- 


('"7')(i-7r"       (1-7')..   (1-7") 
Le  premier  membre  se  décompose  en  deux  facteurs, 


savoir: 
I 


{1— x)  (1-7-^)  (i—  ?'^)  *  "  '- 7        ('—7)  (ï-7*) 


X  x^ 

...  =  1 h 


(H-x}(l  +  ryx)(l-h7»x)     ■"  1  —  7         (1— 7)(i—  7')  '"* 

Faisant  le   produit,  on  obtient,  pour  le  coefficient 

de  a:", 

(i~7)(i-7')---('-7")L      ï-7       (i-7)('-7')       '"J 

Ainsi ,  lorsque  n  est  impair,  le  facteur  enfermé  entre 
crochets  est  nul ,  et  lorsque  n  est  pair,  on  obtient  (ayant 
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égard  au  coefficient  A„  donné  ci-dessus), 

,         '— y    I  _(l-y)(i-y«)...(|-y) 

=  (l-q){l-f)...{l-g'-'). 

C.  Q.  F.  D. 

4.  Théorème,  n  étant  un  nombre  entier  positif,  on  a 

+  (,_,)*  ^  (— 9)(i-<?')  ^ 
■  ('-?")('-?-)('-?-)  J  , 

(i-9)(i-9')(i-9')      ^    "^••• 

=  (i+îV  (i+îV  (,^^;)  ...(,^.yî)- 

(Gauss.) 
I 
Démonstration,  Dans  le  §  2  ,  faisons  r  =  y ^  et  z  =x- 
on  obtient 


(,_x)(,-x7V(i-xï') 


=  ,+- ^ 


l_y> 


+ 


(.-,"^)-(.-,0- 


Le  premier  membre  se  décompose  en  deux  facteurs, 
savoir  : 

î _,_^    * 

■^('-ï)(«-?')  "^  •  •  •  ■^(«-9M'-?')...(i-?-)' 


-...  =  n-fi 


^•y'  ,  .  ___fV___ 

(•-9)(i-9')       •■■"*"{. -y)...  (i-^) 


Digitized  by 


Google 


(4i7) 
Faisant  le  produit ,   on  obtient ,   pour  le  coefficient 
de  X", 

1 r,  ,  '-y\T  ,  (■-?')('-?"-')  J  ,     '1 

l'-9)('-7')...(i-9")L         '-</*  ('-9)(i-9')     *    '^•■■J' 

Comparant  avec  le  coefficient  A„  cî-dessus,  on  a 


^        (i  — y)(i-y»)...(i~.y») 

C.  Q.  F.  D. 

Observation,  G  est  de  ces  deux  séries  que  le  prince 
des  arithmologues  du  siècle  a  déduit  la  loi  de  récipro- 
cité pour  les  restes  quadratiques;  loi  qui  a  reçu  une 
grande  extension  par  les  découvertes  de  MM.  Jacobi , 
Cirichlet,  et  par  les  récents  travaux  de  M.  Eisenstein, 
jeune  aritlimologue  célèbre  dès  son  début,  Hermite  de 
l'Allemagne. 


CORRESPONDANCE. 


i .  Un  élève  du  lycée  Saint-Louis  nous  donne  commu- 
nication d'une  construction  géométrique,  fort  simple, 
trouvée  par  M.  Redauly,  professeur  k  ce  lycée.  Il  s'agît 
de  construire  deux  carrés  qui  soient  entre  eux  comme 
deux  cubes  donnés.  Un  problème  général  de  ce  genre  a 
été  résolu  par  M.  Peyronny,  aujourd'hui  capitaine  du 
Génie  {voir  tomelll,  page  3715  i844)«  Le  rapport  de 

Ann,  de  Mathémat.,  U  IX.  (Novembre  i85o.)  ^7 
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deux  puissances  semblables  peut  toujours  être  ramené  au 
rapport  de  deux  lignes. 

2.  Dans  une  conique  à  centre ,  la  normale  divisée  par 
le  diamètre  perpendiculaire  à  cette  normale ,  donne  un 
quotient  constant  (communiqué  verbalement  par  M.  Gen- 
til ,  chef  d'institution  )  ;  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  M.  Joachimstkal  (t;oi/*  tome  VII ,  page  ii4)* 

3.  M.  Hément,  professeur  au  lycée  de  Strasboui^, 
nous  a  adressé  un  tableau  synoptique  qui  montre  le  paral- 
lélisme entre  la  théorie  des  figures  semblables  planes  et 
des  figures  semblables  solides. 

Exemple.  Les  triangles  équiangles  sont  semblables; 
son  correspondant  est  en  regard,  les  tétraèdres  équi- 
angles  sont  semblables.  M.  Hément  énonce  ainsi  douze 
théorèmes,  parmi  lesquels  nous  remarquons  ces  deux 
énoncés  :  deux  triangles  rectangles  qui  ont  un  angle 
aigu  égal  sont  semblables  ;  deux  tétraèdres  trirectangles 
qui  ont  un  angle  dièdre  égal  sont  semblables.  Ces  pa- 
rallélismes  sont  très-utiles  dans  renseignement  et  s'ap- 
pliquent encore  à  d'autres  théories. 

4.  On  sait  que  Tintegration  des  équations  linéaires  à 
coefficients  constants  est  ramenée  à  la  résolution  d^une 
certaine  équation.  M.  Jaufroid,  professeur  à  Dijon,  exa- 
mine le  cas  connu  où  cette  équation  a  des  racines  égales. 
Cette  discussion  ne  diffère  pas  essentiellement  de  ce  qu'on 
trouve  dans  les  traités  classiques.  Nous  engageons  ce  pro- 
fesseur à  lire  un  Mémoire  de  M .  Malmsten ,  écrit  en  fran- 
çais, dans  le  tome  XXXIX  du  Journal  de  M.  Crelle,  sur 
les  moyens  d'obtenir  l'expression  de  la  w'*'"'  intégrale 
particulière  de  l'équation  linéaire 

^(«)  4- p^(«-')4_..  .  1=0, 

à  l'aide  des  n —  i  valeurs  /i  »  J^^.  ?  •  •  •  »  /«-i  qui  satisfont  à 
cetKi  équation.  C'est  ce  que  nous  connaissons  de  plus  sa- 
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lisfaisant ,  de  plus  général  sur  cette  matière.  Nous  y  re- 
viendrons en  i85i. 

5.  M.  C.  Peaucellier,  élève  au  lycée  Louis-le-Grand , 
traite  de  la  transformation  des  coordonnées  dans  un  plan , 
par  la  méthode  des  projections ,  qu'il  dit ,  avec  raison , 
être  la  plus  générale.  On  la  doit  à  Hachette  ;  elle  s'applique 
également  aux  coordonnées  dans  Fespace.  Cette  méthode 
est  consignée  dans  plusieurs  ouvrages  élémentaires,  entre 
autres  dans  les  Noui^elles  leçons  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 

6.  M.  Mannheim,  élève  de  TEcole  Polytechnique,  fait 
cette  belle  observation  sur  un  théorème  connu  :  Lorsque 
deux  sommets  A  et  B  d'un  triangle  ABC  de  grandeur 
constante  se  meuvent  sur  deux  droites  fixes  Ox,  Oy^  le 
troisième  sonmiet décrit  une  ellipse,  et  le  point  O,  inter- 
section des  deux  droites  fixes,  est  le  centre  de  Fellipse.  Si 
Ton  circonscrit  ime  circonférence  au  triangle  formé  par  ces 
droites  fixes  et  le  côté  AB  dans  une  position  quelconque,  et 
que  l'on  joigne  le  sommet  C  au  centre  O'  de  cette  circon- 
férence, par  la  droite  CO'  qui  rencontre  la  circonférence 
en  deux  points  D  et  £ ,  les  droites  OD  et  OE  sont  les  di- 
rections des  axes  de  l'ellipse;  les  distances  CD,  CE  du 
sommet  C  à  la  circonférence  sont  les  longueurs  des  demi- 
axes  de  cette  ellipse. 


BIOGRAPHIE. 


LENTHÉRIC  (Pierke),  professeur. 

//  marche  droit ^  pratique  la  justice^  dit  la  vérité  qui 
est  dans  son  cœurj  sa  langue  ne  calomnie  jamais  y  U  ne 
fait  point  de  mal  à  son  semblable^  ne  verse  point  Fop^ 
probre  sur  son  prochain  ,•  dédaigne  /'homme  méprisable  ,- 

27. 


Digitized  by 


Google 


(  420  ) 

honore  ceux  qui  craignent  le  Seigneur;  tient  son  ser- 
ment, même  à  son  détriment,  (Ps.  XV.) 

C'est  ainsi  que  le  Psalmiste  a  tracé ,  il  y  a  vingt-cinq 
siècles ,  le  caractère  de  celui  dont  nous  allons  esquisser 
la  vie. 

Dans  la  fertile  vallée  de  Beziers,  au  nord  de  cette 
charmante  ville,  est  située  une  petite  commune  nommée 
Allignan-du-Vent.  On  y  trouve  la  simplicité,  les  moeurs 
de  la  campagn(;,  mais  non  pas  l'ignorance.  Les  habitants 
parlentyj'a/îçaw ,  distinction  honorable  dans  une  contrée 
où  ridiome  languedocien  est  la  langue  usuelle.  Il  y  a  quel- 
ques années  que  FUniversî  té  renfermait  plus  de  vingt  fonc- 
tionnaires, inspecteurs,  proviseurs,  professeurs,  etc. ,  nés 
àÂllignan  où  l'on  compte  à  peine  onze  cents  âmes.  Existe- 
t-il  un  second  village  en  France  duquel  on  puisse  en  dire 
autant?  Une  autre  singularité  est  que  plus  du  quart  des 
familles  de  l'endroit  portent  le  nom  lombard  Lentliéric y 
devenu  synonyme,  dans  le  pays,  à  honneur  et  probité. 
Issues  probablement  d'une  même  souche,  il  n*existe  pour- 
tant entre  ces  familles  que  des  parentés  par  alliance. 

Jean-Jacques  Lenthéric,  bourgeois  aisé  de  la  commune^ 
eut  cinq  enfants,  deux  garçons  et  trois  filles,  de  son  union 
avec  Claire Paierq,  d'Abeillan  (près  Allignau).  L'instruc- 
tion avait  développé  chez  cette  femme  d'admirables  qua- 
lités; d'une  piété  douce  et  éclairée,  charitable  avec  intel- 
ligence ,  son  nom  n'est  encore  prononcé  dans  la  contrée 
qu'avec  un  sentiment  de  vénération.  Nous  insistons  sur 
ces  détails,  car,  dans  l'éducation,  l'influence  des  mères 
est  prépondérante.  Déposer  dans  le  cœur  des  enfants  le 
germe  de  la  vertu,  y  allumer  la  foi  aux  idées  religieuses, 
est  une  sainte  mission  confiée  par  la  Providence  aux 
femmes.  Celle-ci  a  parfaitement  rempli  une  mission  dont 
elle  est ,  sans  doute,  récompensée. 

D'après  une  sage  et  louable  coutume,   le  fils  aîné  fut 
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destiné  à  laculturedu  bien  paternel,  quidonnaît.à  cettefa- 
mille,  aux  goûts  simples  et  modestes,  une  honnête  aisance. 
C'est  le  père  du  professeur  actuel  du  Génie  à  Montpellier, 
et  qui  veut  bien  enrichir  quelquefois  les  Noii\^elles  An- 
nales de  ses  instructives  communications. 

Lenthéric  (Pierre) ,  le  fils  cadet,  né  le  9  février  1793 , 
fut  destiné  à  une  profession  libérale.  On  le  confia,  dès 
l'âge  de  neuf  ans ,  à  un  bon  curé  d'un  village  voisin  (Ni- 
sas)  \  à  douze  ans ,  on  l'envoya  au  collège  de  Beziers ,  alors 
sous  la  direction  de  son  compatriote  Bouchard  ;  mais 
M.  Crozat  ayant  fondé,  quelques  années  après,  un  col- 
lège à  AUignan ,  les  parents  rappelèrent  le  jeune  Len- 
théric auprès  d'eux,  et  il  termina  à  ÂUignan  des  études 
élémentaires  assez  faibles  et  très-incomplètes.  Il  sut  bien- 
tôt après  tout  ce  que  ses  maîtres  étaient  capables  de  lui 
enseigner ,  et  s'était  toujours  fait  distinguer  par  son  carac- 
tère docile,  son  application  et  son  intelligence. 

C'est  avec  ce  mince  bagage  littéraire  et  scientifique 
qu'il  fut  envoyé  à  Montpellier,  à  Tàge  de  dix-sept  ans, 
pour  étudier  en  médecine.  C'était  le  temps  où  d'intermi- 
nables guerres  ,  soutenues  pour  des  intérêts  dynastiques , 
avaient  rendu  la  conscription  l'effroi  des  familles^  qui  dé- 
ploraient l'ambition  du  souverain.  Les  remplacements, 
très -dispendieux  ,  dépassaient  les  moyens  ordinaires. 
Comme  l'on  voyait  beaucoup  partir  et  peu  revenir,  les 
exemptions  étaient  recherchées  comme  des  rachats  de  la 
peine  capitale.  Ij'emploi  de  maître  d'étude,  souvent  plus 
dur  que  le  service  militaire,  en  dispensait.  C'est  en 
juillet  181 1,  par  l'entremise  de  Bouchard,  son  ancien 
principal ,  devenu  inspecteur  d'Académie,  que  Lenthéric 
fut  admis,  comme  maître  d'étude,  au  lycée  de  Mont- 
pellier. Malgré  ces  pénibles  fonctions ,  il  ne  discontinua 
pas  ses  études  médicales  pour  lesquelles  il  montrait  du 
£;oût  et  de  Tardeur,  lorsqu'une  circonstance  particulière 
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le  porta  vers  les  sciences  exactes ,  auxquelles  il  était  resté 
jusqu'ici  à  peu  près  étranger.  Encontre,  géomètre  distin- 
gué ,  connu  surtout  par  de  savants  Mémoires  dans  les 
Annales  de  Mathématiques,  était  alors  professeur  an 
lycée  de  Montpellier.  Un  jour,  étant  arrivé  avant  Theure 
de  la  classe ,  le  professeur  aborde ,  dans  la  cour  du  col- 
lège ,  un  jeune  maître  d'étude ,  le  fait  causer ,  s'informe 
de  ses  occupations,  de  ses  projets  \  lui  trouve  de  la  mo- 
destie, de  rintelligence ,  une  rectitude  d'esprit  peu  com- 
mune, et  l'engage  avec  bienveillance  à  venir  le  voir  chez 
lui. 

Lentbéric  ne  racontait  jamais  sans  émotion  la  première 
visite  du  simple  maitre  d'étude  au  professeur  placé  si 
haut  dans  l'estime  et  dans  la  considération  publique. 
Vingt-deux  ans  plus  tard ,  il  devait  rencontrer,  dans  la 
même  maison ,  une  jeune  épouse ,  telle  que  sa  digne  mère 
aurait  pu  la  souhaiter  à  son  fils.  Existe-t-il  un  plus  bd 
éloge? 

Encontre  conseilla  à  son  jeune  protégé  d'abandonner  la 
médecine  et  de  se  livrer  à  l'étude  des  sciences ,  en  lui  of- 
frant ses  conseils  et  ses  leçons.  Le  jeune  homme  accota 
avec  ardeur  cette  offre  généreuse  :  son  application  et  ses 
succès  lui  valurent,  en  i8i5,  le  titre  de  professeur  de 
mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Montpellier, 
après  avoir  rempli ,  pendant  cinq  ans ,  les  pénibles  et 
ingrates  fonctions  de  maitre  d'étude.  D  rappelait  sou- 
vent ce  titre  avec  orgueil;  c'est  qu'alors ,  en  effet,  il  avait 
développé  cette  vigueur  de  caractère  et  s'était  livré  à  ce 
lahor  ùnprohus ,  sauve-garde  des  passions  dont  aucune  ne 
troubla  une  jeunesse  studieuse. 

En  1821  il  remplit  les  fonctions  de  censeur,  et  fut 
aussi  chargé  de  renseignement  de  la  physique,  qu'il  pro- 
fessa avec  le  même  talent  que  les  mathématiques. 

Nommé  suppléant  du  professeur    de   mathématiques 
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transcendantes  à  la  Faculté,  il  en  remplit  les  fonctions 
de  1827  à  i83o. 

En  i83o  ,  le  célèbre  fondateur  du  journalisme  mathé- 
matique en  France,  le  vénérable  M.  Gergonne,  étant' 
devenu  recteur,  Lenthéric,  longtemps  son  collègue,  le 
remplaça  dans  la  chaire  de  mathématiques  spéciales ,  et 
suppléa  la  chaire  d'astronomie  de  i83o  à  i833;  cette 
même  année ,  il  devint  professeur  titulaire  des  mathéma- 
tiques transcendantes  à  la  Faculté. 

((  Doué  d'un  savoir  étendu,  Lenthéric  connaissait  toutes 
»  les  méthodes  \  il  les  avait  appréciées ,  surtout  au  point 
1»  de  vue  de  l'enseignement.  Aussi  son  cours  brillait  par 
)>  l'ordre  et  Tenchainement  des  propositions  ,  et  par  Fart 
»  avec  lequel  il  savait  resserrer  chaque  théorie,  et  la  res- 
»  treindre  k  sa  partie  essentielle  pour  que  l'intelligence 
w  de  l'élève  pût  Fembrasser  tout  entière ,  en  saisir  Fcsprit 
»  et  se  la  rappeler  sans  effort.  Une  fois  devant  des  audi- 
»  teurs,  il  savait  oublier  toute  sa  science  pour  se  mettre 
»  à  leur  portée,  et  deviner  en  quelque  sorte  ,  dans  le  re- 
)>  gard  de  l'élève ,  la  difficulté  qui  l'arrête  pour  l'aplanir 
»  immédiatement.  Quiconque  a  suivi  ses  leçons  n'ou- 
»  bliera  jamais  la  lucidité  de  sa  parole,  la  netteté  de  son 
»  exposition,  le  talent  avec  lequel  il  savait  diriger  les 
»  jeunes  gens  et  leur  donner  des  indications  pratiques  \ 
»  CCS  conseils  d'autant  plus  précieux ,  qu'on  les  cherche 
»  vainement  dans  les  livres.  Ce  sont  ces  diverses  qualités 
»  qui  lui  ont  valu  ses  succès  dans  renseignement.  Chaque 
»  année  sa  classe  fournissait  aux  écoles  de  nombreux  et 
»  bons  élèves  qui  sont  répartis  aujourd'hui  dans  les  corps 
»  savants.  Tous  ont  conservé  un  précieux  souvenir  de  son 
»  zèle  infatigable,  de  ses  méthodes  et  du  talent  d'exposi- 
))  tion  qui  le  caractérisait.  » 

Nous  empruntons  celte  appréciation  judicieuse  d'un 
beau  talent  à  une  Notice  de   M.  Roche ,  géomètre  d'un 
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bel  avenir,  élève  et  successeur  de  Leuthéric.  Parmi  ses 
autres   élèves    déjà    avantageusement    connus   dans    la 
science,    nous  comptons    M.  Tabbé  Aoust,   agrégé  de 
l'Université  et  professeur  au  lycée  de  Strasbourg*,  M.  Os- 
sian  Bonnet  9  professeur  au  collège  RoUin^  et  M.  Len- 
théric  neveu,  professeur  a  l'École  du  Génie  à  Montpellier. 
Tel  était  le  professeur,  éminent  au  milieu  de  tant  d'excel- 
lents fonctionnaires  qui  font  l'ornement  de  FUniversité. 
Lorsque  tant  d'autres  se  boisent  strictement  aux  devoirs 
professionnels,  et,  laissant  dormir  des  talents  que  la  Pro- 
vidence accorde  sous  bénéfice  d'en  user,  s'engourdissent 
dans  une  honteuse  inertie,  Lenthéric,  obéissant  à  de  saintes 
convictions,  trouvait  toujours,  dans  un  bien  accompli, 
l'activité  nécessaire  pour  un  nouveau  bien.  Partout  où  il 
fallait  une  probité  sévère ,  une  intelligence  éclairée ,  un 
dévouement  sans  bornes ,  c'est  à  Lenthéric  que  ses  conci- 
toyens s'adressaient.  Tel   il  se  montrait  au  conseil  des 
hospices,  dont  il  était  administrateur,  jusqu'à  sa  mort; 
tel  on  le  voyait  au  conseil  municipal ,  où  il  fut  porté  par 
le  suifrage  unanime  de  toutes  les  opinions^  en  i83o,  et 
derechef  en  1848.  Les  opinions  les  plus  exagérées  s'in- 
clinaient devant  la  modération  du  sage;  sa  coopération 
n'était  jamais  stérile ,  et  lui  a  même  survécu  ;  c'est  ainsi 
que  la  cité  de  Montpellier  exécute  en  ce  moment  un  beau 
travail  de  distribution  des  eaux,  dont  la  première  idée 
appartient  à  Lenthéric. 

Platon  dit,  dans  sa  VIP  Lettre,  «  que  le  genre  hu- 
»  main  ne  sera  heureux ^que  lorsqu'il  sera  gouverné  par 
»  de  vrais  philosophes.  »  On  ne  cite  guère  cette  asser«> 
tion  que  pour  la  critiquer,  conmne  étant  démentie  par 
l'expérience  ;  mais  à  tort ,  car,  chez  les  anciens ,  le  point 
de  départ  et  d'arrivée,  V alpha  et  ïoinéga  de  toute  philoso^ 
phie,  c'est  la  re/'/ii  d'abord,  et  la  science  ensuite;  tandis  que 
chez  beaucoup  de  nos  prétendus  philosophes ,  il  y  a  inver- 
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sion  et  souvent  même  divorce.  Ils  se  distinguent  du  vul- 
gaire par  rintelligence  et  non  par  la  sagesse.  Platon  serait 
complètement  justifié  si  tous  les  gouvernants  étaient  mo- 
delés sur  Lenthéric  (*). 

Dans  la  vie  privée,  doué  d'un  caractère  dont  rien  ne  trou- 
blait la  sérénité,  d'une  humeur  toujours  égale,  d'une  ex- 
trême patience ,  d'une  extrême  indulgence  pour  les  défauts 
d'autrui^   il  n'avait  jamais  que  des  paroles  douces,  sans 
la  moindre  amertume.  Espritconciliant,  observateur  rigou- 
reux des  moindres  convenances,  nullement  exigeant  pour 
lui-même,  il  faisait  rayonner  le  bonheur  sur  tout  ce  qui  l'en- 
tourait. Il  avait  épousé  en  secondes  noces  une  femme  dont 
les  agréments  personnels  et  les  qualitésdu  cœureldeFesprit 
ont  charmé  les  quinze  dernières  années  de  son  existence. 
Lenthéric ,  d'un  physique  avantageux  et  d'une  santé  ro- 
buste, semblait  destiné  à  une  longue  carrière.  Par  une  sorte 
de  pressentiment ,  il  alla  ,  pendant  les  vacances  de  18499 
visiter  le  foyer  natal  qu'il  ne  devait  plus  revoir.  A  son 
retour,  des  symptômes  alarmants  se  déclarèrent  subite- 
ment; le  mal  fit  en  quelques  jours  des  progrès  efirayants. 
Les  soins  affectueux  et  intelligents  des  professeurs  de  la 
célèbre  Faculté ,  et  le  dévouement  d'une  famille  éplorée , 
tout  fut  inutile.  S^éteiguant  lentement  et  sans  souffrance, 
il  termina  sa  mission  terrestre,  le  19  novembre  18499  à 
l'âge  de  cinquante-six  ans.  Sa  perte  a  été  ressentie  dans  la 
contrée  comme  un  deuil  public.  Toute  la  cité,  dans  toutes 
les  conditions,  a  voulu  accompagner  Thomme  de  bien 
à  sa  dernière  demeure  ;  cortège  spontané  qui  suit  rare- 
ment les  grands  aux  yeux  du  monde. 

Il  avait  pour  amis,  Serres,  savant  professeur  d'ana^ 
tomie  à  la  Faculté  de  Montpellier,  qui  l'a  précédé  de  six 

(1)  Le  Talinnd  dit:  N'habite  pas  une  cité  gouverner  par  des  savants  ;   W 
y  .1  quelquefois  du  bon  dans  ce  conseil. 
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mois  daus  la  tombe;  et  M.  Bâtard,  célèbre  chimiste, 
membre  de  l'Académie  des  Sciences. 

Un  testament  olographe,  trouvé  parmi  ses  papiers,  se 
termine  par  ces  lignes  :  «  Je  déclare  mourir  dans  la  re- 
ligion catholique,  apostolique  et  romaine,  que  les  vertus 
de  mon  père  et  de  ma  mère  m'ont  fait  aimer  et  respec- 
ter tout  autant  que  les  vérités  quelle  enseigne.  » 

Ce  peu  de  mots  résume  son  caractère  ,   toute  sa  vie. 

Il  laisse  une  veuve  et  trois  enfants,  dont  un  fils  de 
treize  ans,  qui  donne  déjà  de  belles  espérances. 

Le  Ministre  de  Tlntruction  publique  a  adressé  à  la 
mère  une  lettre  de  condoléance  très-flatteuse  -,  distinc- 
tion honorable,  nullement  sollicitée,  hommage  rendu 
aux  qualités  supérieures  de  la  femme,  expression  offi- 
cielle d'estime  et  de  regrets  du  corps  universitaire  pour 
l'ancien  professeur  de  la  docte  Faculté  de  Montpellier; 
titre  d'honneur  que  la  famille  se  transmettra  pour  en 
être  toujours  digne. 

Ouvrages  de  LEjNTHÉRIC  (Pierre). 

I  ° .  Traité  d 'Arithmétique  pratique,  in-8**  de  i  o5  pages. 
Montpellier,  A.  Ricard,  imprimeur. 

Ce  Traité  fut  composé  pour  les  ouvriers  qui  sui- 
vaient les  cours  fondés  par  Tauteur  d'après  les  idées  de 
M.  Charles  Dupin. 

2®.  Manuel  pratique  des  nouveaux  Poids  et  Mesures, 
in-8°  de  86  pages  avec  une  planche.  Montpellier,  1839. 

Ouvrage  d'utilité  publique. 

3°.  Trigonométrie  et  Géométrie  pratique ,  ouvrage  au- 
torisé par  le  conseil  royal  de  ITnstruction  publique 
pour  l'enseignement  dans  les  collèges  de  l'Université  ; 
in-S"*  de  480  pages.  Montpellier,  1841. 


Digitized  by 


Google 


(4^7) 
(i  L'auteur  s'est  attache  à  initier  le  commençant  à  la 
»  pratique  de  cette  science,  aux  méthodes  les  plus 
»  simples ,  aux  calculs  les  plus  courts ,  les  plus  élégants. 
»  A  travers  la  forme  élémentaire  du  livre ,  on  reconnaît 
))  rinfluence  des  idées  générales  qu'il  a  puisées  dans  les 
»  ouvrages  des  grands  maîtres ,  et  cette  longue  habitude 
))  de  l'enseignement  qui  manque  trop  souvent  aux  au- 
»  tcurs  d'ouvrages  élémentaires.  »  C'est  Topinion  de 
M.  Roche,  habile  professeur  déjà  cité. 

4^.  Un  travail  sur  la  distribution  des  eaux  de  la  ville  et 
sur  la  quantité  d^eau  fournie  par  la  fontaine  Saint-Clé- 
ment ;  ouvrage  fort  estimé  et  consulté  par  la  mairie  de 
Montpellier  et  par  celle  de  Lyon.  Il  est  épuisé. 

5°.  Des  discours  académiques  et  pour  des  distributions 
de  prix  et  de  rentrée  de  la  Faculté.  Le  discours  sur 
l'ensemble  des  sciences  mathématiques ,  prononcé , 
en  1847,  po*^*"  ï*  rentrée  des  Facultés,  fit  une  grande 
sensation. 

Ajnnales  de  Gergonne. 

1**.  Arithmétique  y  tome  XI,  pages  337-344  •  Solution 
de  cette  question  :  a  On  écrit  de  suite  les  nombres 
»  consécutifs  01 2345... 9,  01 23... 9,...,  trouver  le 
»  chiffre  d'un  quantième  donné;  »  question  que 
M.  Bertrand  a  mise  dans  son  Arithmétique^ 

—  Tome  IV,  pages  266-273  :  Essai  sur  la  transformation 
des  fractions. 

2®.  Géométrie  élémentaire  y  tome  XVI,  page  120  :  Théo- 
rème sur  les  polygones  circonscrits  au  cercle  ; 

—  Tome  XVni,  page  83  :  Diviser  une  circonférence 
en  trois  arcs  dont  les  cosinus  soient  dans  un  rap- 
port donné  ^ 

—  Tome  XVIII ,  page  25o  :  Volume  du  tétraèdre  en  fonc- 
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lion  de  deux  cotés  opposés,  de  leur  angle  et  de  leur 
distance  ; 

—  Tome  XX,  pages  i83- 185  :  Recherche  du  cylindre  de 
plus  grande  surface  ou  de  plus  grand  volume  entre 
tous  ceux  qui  sont  inscrits  à  une  même  sphère. 

3**.  Trigonométrie  y  tome  XVI ,  pages  39*45  :  Sur  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  sinus  et  cosinus 
des  divisions  de  la  circonférence  ; 

—  Tome  XVIII,  page  83  :  Division  d'un  arc  en  segments 
dont  les  cosinus  soient  dans  un  rapport  donné. 

4°.  Analyse  algébrique  y  tome  XVI,  page  lai  :  Théo- 
rème, p  et  q  étant  des  nombres  entiers  quelconques^ 
on  a  toujours 


,p-p- 

1  ^P'P' 

I                   2 
-  I  ,p —  2 

-1     7-9—1 
2 

1.2.3 
I     p-hq—2. 

2 

I 
_P'hq 

.2.3 
p-hq  — 

3 

—  Tome  XX ,  pages  297-299  :  Note  sur  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  des  équations  numériques; 

—  Tome  XXI,  pages  101-117  :  Résolution  de  quel(]ues 
cas  de  l'équation  binôme. 

5**.  Géométrie  analytique ,  tome  XVII,  pages  366-377  : 
Recherche  du  paramètre  d'une  section  conique  en  fonc- 
tion symétrique  d'un  nombre  impair  de  rayons  vec- 
teurs et  des  angles  qu'ils  forment  avec  une  droite  fixe 
(Mémoire  intéressant)  ; 

—  Tome  XVII,  pages  79-83  :  Sur  les  asymptotes  des 
courbes  algébriques  \ 

—  Tome  XX,  pages  34-36  :  Lieu  du  centre  de  graTÎté 
d'un  rayon  vecteur  de  conique. 

6°.  Statique,    tome  XVI,   page   3o  ;   Si  des  forces    au 
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nombre  de  n ,  agissant  sur  un  même  point  O  de  l'es- 
pace, sont  représentées  en  intensité  et  direction  par  des 
droites  OPi,  OP,,..,  0P„,  le  centre  M  de  moyenne 
distance  des  points  Pj,  P,,...,  P„  sera  un  des  points <ie 
la  résultante  des  forces,  et  si  cette  résultante  est  re- 
présentée engrandeur  et  direction  par  OR,  on  aura 
OR  =  /i.OM; 

—  Tome  XVII ,  page  338  :  Théorème  sur  deux  cas  d'équi- 
libre. 

7".  Astronomie  y  tome  XII,  pages  41-69:  Essai  d'une 
théorie  générale  des  mouvements  apparents.  (Travail 
remarquable  que  M.  Lenthéric  neveu  complétera.  ) 

8°.  Arithmologie  ^  tome  XX,  pages  38o-382  :  Le  pro- 
duit des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  en  nombre , 
est  toujours  divisible  par  60. 

O.  Terquem. 


SOLUTION  D  UNE  QUESTION  ÉNONCÉE  SUR  LES  AIRES  DES 
TRIANGLES  RECTILIGNES  OU  SPHÉRIQUES 

(TOir  t.  IX,  p.  278)  , 

Par  m.  Gustave  MARQFOY, 

Institution  Sainte-Barbe. 


Soient  a ,  è ,  c  les  côtés  5  A ,  B ,  C  les  angles  -,  p  le  demi- 
périmètre^  S  Taire  d'un  triangle,  soii  rectiligne,  soit 
sphérique-,  dans  ce  dernier  cas  S  désigne  l'excès  sphé- 
rique  :  on  a  les  deux  théorèmes 

ABC 

(1)  A^'tang -  tang  -  tang-  =  S, 


2  2       "2 

A  B  C  ,    ^        a        b        c 

cos-cos-cos- • 

?.        2        %        2 


(2)  sin'  p  tang  -  tang  -  tang  tang  -  =  2 sm  -  ces  -  cos  -  cos  - 
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On  demaude  comment  on  passe  du  second  théorème  au 
premier. 

Démonstration.  Dans  la  formule  (2),^,a,  i,  cre- 
présentent  des  nombres  de  degrés,  ou  bien  des  longueurs 
d'arcs  comptées  dans  la  sphère  de  rayon  i . 

Si  Ton  veut  introduire  des  longueurs  d'arcs  ai,  ^i,  etc., 
comptées  dans  une  sphère  de  rayon  R,  on  a  la  relation 


R' 
et  comme  l'excès  sphérique  =  — ,  en  rapportant  la  sur- 
face du  triangle  sphérique  au  carré,  la  formule  (2)  est 
équivalente  à  la  suivante  : 

.  ,/?,         A         B        C  .S  û,  h,  f, 

sm'  ^  tang  -  tanc  -tang  -  =  2  sin  5— ■  cos  — --  cos  — =r-  cos— r- 

R     ^2     ^2      ^2  R*        2R       2R       2R 

On  peut  l'écrire  de  la  manière  suivante  : 


^        A^       B^        C        S     ^'"^aR*         a,  h,       c 

tang  -  tang  -  tang  -  =  -  •  ^-^  cos  —  ces- cos ^^ 

2R« 

Si  l'on  suppose  que  le  rayon  devienne  infini,  après 
avoir  supprimé  le  facteur  —,  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  cette  formule  devient 

A^       B         C       ^ 

p]  tang  -  tang  -  tang  -  =  S. 

Observation,  M.  Tillol,  professeur  à  Castres,  résout 
la  question  en  employant  des  séries  (page  4o6). 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  229 

(TOlr  t.  IX,  p.  298); 

Par     m.    a.     FSTIENNE, 

Élève  du  lycée  de  Versailles. 


Première  solution  par  la  géométrie  analytique 
dans  r espace. 

Je  prends  pour  origine ,  le  centre  de  la  sphère.  Soient 
x',  y\  z'  les  coordonnées  du  premier  point,  a:",  y"^  z" 
celles  du  second  point  \ 

Soient  aussi , 

d' la  distance  du  point  a:',  y',  z'  au  centre  de  la  sphère  ; 

d"  la  distance  de  l'autre  point  au  même  centre; 

^  la  distance  du  point  x',  y''^  ^'  ^^  i^lzn  polaire  de 
l'autre  point; 

A"  la  distance  du  point  x"^  y"^  z"  au  plan  polaire  du 
premier  point  ; 

L'équation  de  la  sphère  étant 

JF'  -h  r'  -+-  «'  =  ''S 

celle  du  plan  polaire  du  premier  point  sera 

et  celle  du  plan  polaire  du  second  point  sera 

Appliquant  alors  la  formule  qui  donne  la  distance  d^un 
point  à  un  plan ,  j'aurai 
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Divisant  membre  à  membre,  j'ai 


ou  bien  enfin 

C.  Q.  F.  a 

Seconde  solution  par  la  géométrie  analytique  plane. 

Il  est  évident  que  les  deux  points  donnés,  le  centre  de 
la  sphère  et  les  deux  perpendiculaires  aux  plans  polaires , 
sont  dans  un  même  plan  \  ce  qui  ramène  à  une  question  de 
géométrie  plane ,  qu'on  résout  facilement  par  la  compa- 
raison de  triangles  semblables. 

Note,  MM.  E.  Clère,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, 
et  Hue  (Armand) ,  professeur  d'hydrographie  à  Bayonne, 
ont  aussi  démbntré  le  théorème  de  cette  seconde  manière. 
Que  devient  le  théorème  en  remplaçant  la  sphère  par  une 
surface  du  second  degré  à  centre?  L'analyse  de  M.  Estienne 
facilite  cette  recherche. 


SOLUTION    DE    LA   QUESTION    45 

(voir  t.  r,  p.  51» )i 

Par  m.  Gustave  MARQFOY, 

Institution  Saint€-Barbe. 


Trouver  le  lieu  des  intersections  successives  de  toutes 
tes  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de  grandeur  et  de 
position^  et  son  conjugué  donné  de  grandeur  seulement. 

Je  prends  l'une  des  ellipses  correspondante  à  une  posi-- 
tion  des  deux  diamètres  donnés.  Son  équation  est 
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Si  Ton  prend  pour  nouveaux  axes  le  même  axe  des  x  et 
une  perpendiculaire  menée  par  l'origine  pour  axe  des  j, 
Téqualion  de  l'ellipse  deviendra,  à  l'aide  des  formules  de 
transformation 

y  ,        ,  cos  Q 

•^        sm  ô  sin  ô 

a'-'y^-^  b'^  (  jr  sin  9  —  j  cos  9)*  =  a''  b'^  sin-  0 , 

ou ,  en  développant , 

a'ayi  -h  b'^  sin^  G . x^  4-  b'^  cos'Jd  .y' 
—  2  //»  x/ .  sin  0  cos  9  =  rt'^  ft''  sin'  0 . 

Cette   équation    devient ,    en    remplaçant  sin*  0   par 

I  — cos  2  9  ,-.  14- cos  29      ^  j 

,  cos'  6  par  ?  et  en  ordonnant, 

ô"  (  0?'-'  -h  y  —  û'»  )  4-  2  a"  j» 
=  ft'*(x'  —  y*  —  /i'*)cos2Ô  -h  26"j:7.sin  29. 

Pour  trouver  le  lieu  des  intersections  successives  des 
ellipses  représentées  par  cette  équation  lorsque  F  angle  29 
varie,  il  faut,  d'après  la  règle  ordinaire,  prendre  la  dé^ 
rivée  par  rapport  à  2  6  et  éliminer  cet  angle  entre  l'équa- 
tion ainsi  obtenue  et  la  première. 

La  dérivée  est 

1,'i  (^pa  —  r*—  fl") . sin  29  —  2  ^".  jrj cos  2  9  =  o , 

et  l'angle  Q  s'élimine  en  élevant  les  deux  équations  au 
carré,  et  en  ajoutant^  on  obtient  ainsi 

=:=  fc'4  (^2 — ;^'  —  a''Y  4-  4  ^"  ^'r% 

ou,  toutes  réductions  faites  ,  et  en  posant,  pour  abréger, 
^,      Z.'*4-2a"       _,       b''(b''-h2a'^) 
2  2  (  fl"  4-  b'^ } 

A'r4-B»a:'=  A'B% 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes. 

Afin,  de  Mathémat.,  t.  IX.   (Novembre  18'io.)  28 
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ANALOGIE  ENTRE  UNE  QUESTION  D  ALGÈBRE  ET  UNE 
QUESTION  DE  CALCUL  INTÉGRAL; 

Pak  m.  e.  brassinne. 


i^.  Si  l'on  veut  trouver  les  conditions  pour  que  deux 
équations  algébilques  entières, 

(i)  /(a:)=o,      F(jr)  =  o, 

aient  une,  deux,  trois,  etc.,  solutions  communes,  il  suffit 
d'exprimer  que  leurs  premiers  membres  ont  un  diviseur 
commun,  du  premier,  du  deuxième,  du  troisième,  etc., 
degré.  Lagrange ,  dans  un  Mémoire  d'algèbre ,  donne  un 
procédé  élégant  pour  trouver  les  conditions  qui  expriment 
que  les  équations  proposées  ont  p  solutions  communes.  II 
considère,  pour  cet  effet,  le  système  f(x)  -f-  V=:o  et 
F (x)  =  o ,  puis  il  élimine  x  entre  ces  deux  équations;  le 
reste  6nal,  fonction  de  V,  devra  avoir  p  valeurs  nulles  de 
cette  variable ,  si  les  proposées  ont  p  solutions  communes , 
le  dernier  terme  de  ce  reste  et  les  (/>  —  i  )  dérivées,  piir  rap- 
port à  ^\  devront  donc  être  nulles  pour  l'hypothèse  V=  o. 
De  plus,  conmie  V  s'ajoute  au  dernier  terme  q  de  /(x), 
et  que  d'ailleurs  V  doit  être  égale  à  zéro,  il  suffira,  en  gé- 
néral ,  de  chercher  le  commun  diviseur  entre  J'{x)  et 
F(x)]  le  reste  final  indépendant  de  x  sera  nul,  s'il  y  a 
une  solution  commune  ;  ses  dérivées  successives  par  rap- 
port à  q  seront  nulles ,  s'il  y  a  plusieurs  solutions  com- 
munes. 

2^\  Le  raisonnement  de  Lagrange  s'applique  sans  diffi- 
culté au  système  de  deux  équations  différentielles  linéai- 
res, dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algébrique:» 
entières  de  x.  En  effet  (comme  je  l'ai  démontré  eu  i84î>. 
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Mémoires  de  V Académie  de  Toulouse)^  pour  trouver  les 
solutions  communes  entre  deux  équations  de  l'ordre 
m-\'p  et  p  de  la  forme 

^-^p  =  -d^^p^^dx'-^P-.  +...-f-Qr  =  o, 

(2)      { 

on  pose  la  suite  d'identitës 


K,  L,  etc.,  étant  des  coefficients  déterminés,  de  telle 
sorte  que  le  terme  de  l'ordre  le  plus  élevé  se  détruisant 
au  premier  et  au  second  membre,  les  restes  successifs 
que  donneront  de  simples  additions  ou  soustractions 
soient  d'un  ordre  moindre  d'une  unité  que  les  fonctions 
du  premier  membre.  Ce  procédé,  appliqué  aux  deux 
équatioqs  proposées ,  conduira  à  un  dernier  reste  fonc- 
tion de  X  seul,  qui  devra  être  nul  de  lui-même  si 
X„,+p  =  o  et  Xp  =  o  ont  une  solution  commune.  Deux, 
trois,  etc.,  solutions  communes,  auraient  entraîné  l'an- 
nulation identique  d'une  fonction  du  premier,  deuxième, 
troisième  ordre. 

Pour  appliquer  au  système  proposé  le  procédé  de  La- 
grange,  remplaçons  le  dernier  terme  Qj  du  système  (2) 
par  (Q  -h-V) j  et  procédons  à  la  recherche  des  solutions 
communes  du  système  (2)  ainsi  modifié  [on  pourrait  aussi 
ajouter  la  fonction  arbitraire  V  au  premier  membre  d'une 
des  équations  (2)].  On  poursuivra  l'opération  jusqu'à  ce 

28. 
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qu'on  irouve  un  reste  final,  fonction  de  x  et  de  V  ;  ce  reste 
algébrique  devra  donner  pour  V  autant  de  valeurs  nulles 
qu'il  y  a  de  solutions  communes. 

Dans  les  opérations  successives  relatives  à  la  recher- 
che des  solutions  communes  entre  les  deux  fonctions 
^,n+p  -I-  ^^  =  o  et  Xp  =  o,  on  pourra  se  dispenser  de 
prendre  les  dérivées  par  rapport  à  V,  bien  que  cette  quan- 
tité, par  la  substitution  des  solutions  deXp  =  o  dans 
X„»+p-f- \y  =  o,  soit  fonction  de  x.  Si,  en  effet,  on 
faisait  varier  V,  le  résultat  final  serait  de  la  forme 

pour  une  solution  commune ,  ce  dernier  reste ,  égalé  à 
zéro,  doit  donner  une  valeur  de  V  nulle ^  mais  V  étant 
alors  égal  k  une  fonction  de  x,  identiquement  égale  à 

zéro,  -r-9  -r^î  etc.,  seront  nulles,  et  la  condition  rela- 
djc      dx^  ' 

tive  à  une  valeur  de  V  =  o  sera  fournie  par  la  relation 
F(x,  V)  =o  dont  le  terme  indépendant  de  V  devra  s'a- 
néantir de  lui-même.  Deux,  trois,  etc. ,  solutions  commu- 
nes donneront  à  F  (x,  V )  =  o  deux ,  trois  racines  nulles. 
Ce  procédé  est  très-long  dans  l'application^  il  est  intéres- 
sant en  ce  qu'il  établit  une  analogie  de  plus  entre  les 
équations  algébriques  et  les  équations  différentielles. 


NOTE  SUR  LES  GONGRUENGES, 

Par  m.   LEBESGUE, 

Professflur  à  la  Vacuité  de  Bordeaux. 


On  emploie  quelquefois  les  expressions 

~~c  (mod./?},      ^  =^  (mod./?), 
sans  bien  les  définir^  ce  qui  laisse  quelque  obscurité. 


Digitized  by 


Google 


(437) 

Une  fraction  79  dont  le  dénominateur  est  premier  à  p^ 

est  dite  congrue  au  nombre  c  pour  le  module^,  quand 

on  peut  poser  — j^-—  =  c,  le  nombre  k  étant  entier. 

Conmie  il  suit  de  là  que  Fou  a 

bc  —  azzzpk     ou     bc ^ a  [moà,  p), 

on  dira  qu'un  nombre  et  une  fraction  sont  congrus ,  sui- 
vant le  module  p ,. quand  leur  différence  a  un  numérateur 
divisible  par  p  5  ou  bien  encore,  quand,  en  réduisant  l'en- 
tier et  la  fraction  au  même  dénominateur,  on  trouve  des 
expressions  fractionnaires  dont  les  numérateurs  sont 
congrus  suivant  le  module  donné. 

o     c 
Cette  définition  s'étendra  à  deux  fractions  y»  -?  dont 

b    a 

les  dénominateurs  &,  d^  sont  premiers  à  p\  elles  seront 
congrues  suivant  le  module  p,  si  les  fractions  -j-^t  j-r  sont 

telles,  que  Ton  ait 

ad^bc  [mod.p)     ou     ad  —  bc^o  (mod.  p). 
Cela  posé ,  voici  quelques  théorèmes  très-simples  : 
Théorème  I.  Les  fractions  équwaïentes  y  5    --,  -  v? 

ayant  pour  expression   réduite   [irréductible)  ^j    sont 

congrues,  suiuant  le  module  p  (  premier  à  |3  ) ,  à  un  même 
nombre  |. 
Soit 

-£-.=?     OU      a=:pÇ— pp; 

P 

cette  équation  fera  connaître  les  entiers  ^  et  m,  et  Ton  aura 
^s?  (mod./?). 
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Comme 

a      CL 

il  en  résultera 

h  étant  entier;  de  là 

Aa=:^pH — pAv     ou     a  =  fcÇ — p(Atf), 
ce  qui  donne 

j^i  (mod./?). 

On  trouverait  de  même 

^sÇ,     -;  =  ?,...  (mod.p). 

Théorème  II .    Si  les  fractions  j^  -  sont   congrues 

suis^ant  le  module  p  premier  à  b  et  à  d,  elles  seront 
congrues  à  un  même  nombre  suix^ant  le  module  p. 
L'expression 

revenant  à 

ad^bc  (mod.  p), 

on  a 

ad  —  bc^o  (  mod.  p  )  ; 

on  transformera  la  congruence  par  l'addition  de 

-WÇ4-6^Ç  =  o. 
On  a  ainsi 

d{a-^bl)^b{c'-dl)xo  [moà. p). 

Si  Ton  détermine  Ç ,  de  sorte  que  l'on  ait 
a^b"^  (mod.  p)y 
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OU  encore 

^=Ç  (mod./>), 

puisque  a  —  bP  est  divisible  par  /7,  c  —  d^le  sera  aussi  ^ 

donc 

c^dli  (mod./?), 

ou  bien 

c 

-sÇ  (mod. /?). 

Ainsi  les  deux  fractions  sont  congrues  au  même  nombre  ^. 
On  voit  que,  dans  ces  deux  théorèmes,  il  serait  dés- 
avantageux de  remplacer  les  mots  congruence,  congrue 
par  équii^alencey  équivalent.  Peut-être  vaut-il  mieux, 
dans  tous  les  cas,  s'en  tenir  aux  expressions  employées 
par  M.  Gauss. 


ANNONCES  C'). 


Traité  élémentaire  d'Algèbre  ,  avec  un  grand  nombre 
d'exercices  -,  suivi  des  solutions  de  ces  exercices  :  par 
M.  Joseph  Bertrand^  maître  de  conférences  à  l'École 
normale  supérieure.  In-8°  de4o4  pages.  Paris,  i85o. 

Eléments  d'Arithmétique  exposés  sans  le  secours  de 
l'Algèbre  5  par  M.  E.-A,  Tarnier^  docteur  es  sciences 
ma  thématiques.  In-8*^  de  444  pages.  Paris,  i85o. 

On  rendra  compte  de  ces  deux  Ouvrages. 


[*)  Tous  les  ouvrages  annonces  dans  les  Nouvelles  Annalfs  de  Mathc' 
matiques  se   Irouvcîit  chez  M,  HACHEiiiER,  libraire,  quai  des  Augustins  , 
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THÉORÈME  DE  MAG-LAIRIN 

Sir  les  coorbf s  algébriqaes  plaies  ]  et  coiséqieiees  géonétrif  les  Ji 
tbéorène  aialytiqie  de  M.  Jacobi. 


1 .  Théorème.  Soit  une  courbe  algébrique  de  degré  n  ; 
par  un  point  P,  pris  dans  le  plan  de  la  courbe,  on  mène 
une  première  sécante,  coupant  la  courbe  en  n  points  Aj , 
A,,  As  vî  An",  et  y  par  le  même  point  P,  une  seconde 
sécante,  coupant  la  courbe  en  n  points  ai,  a,,  as,...,  a»; 
par  les  points  Ai ,  A^  v*9  -^n?  menant  des  tangentes  à 
la  courbe,  qui  coupent  la  seconde  sécante  en  n  points  «i, 
«2,...,  a„-,  le  centre  de  moyenne  harmonique  de  ces 
n  points,  par  rapport  à  P,  est  le  même  que  celui  des 
n  points  ai ,  a^ ,. . .,  a^ ,  par  rapport  au  même  point  P. 

Démonstration.  Prenons  le  point  a„  pour  origine, 
a^P  pour  axe  des  x ,  PA„  pour  axe  des  y  5  si  l'on  conçoit 
que  ce  dernier  axe  se  meuve  parallèlement  à  lui-même , 
le  point  P  restant  sur  l'axe  des  or,  le  rapport  multiple 

PAt.PA....PA„ 
Pfli.Pa,..  .Pa„ 

reste  constant.  (  Théorème  de  Newton. } 
Désignant  ce  rapport  par  K,  on  a 

PA,.PA,...PA^  =  K(Pû..Pa,...Pfl„); 

prenant  les  logarithmes   et  ensuite  les  diiTérentieUes , 
on  a 

d.Vk,        d.Vk,  rf.PAn 


PA,  ^       PA,      '  ■••  ^    PA„ 
P«,     ^    P/ï,     "^---^    p^^    • 
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la  valeur  connue  de  la  sous-tangente  donne 

Pai  =  — T-jrT — 5      P«a=       ,  p, v-> 

et  de  là 

PA,     ""    Pa.    '        PA,     ""    Pa,    ''  " 
Substituant  dans  Féquation  (i) ,  on  obtient 

\Pa,        Paj  Pa„/ 

\Pfl,       Pfl,  P^ï„/ 

car  on  a  évidemment 

<^.Pûf,r=rf.Pa,=  fif.Pfl3, — 

Faisant  tourner  la  première  sécante  autour  du  point  P, 
le  second  membre  ne  change  pas  ^  donc  le  premier  reste 
constant;  et,  lorsque  la  première  sécante  se  confond 
avec  la  seconde ,  on  a 


I           I 
Pa.    '    Pa,"^'* 

III                       I 
^Pa„~P«.     '    P«,    '   •    '   '    Pû„ 

C.  Q.  F.  D. 

Observation,  Telle  est  la  démonstration  directe  de 
Mac-Laurin,  fondée  sur  la  géométrie  différentielle.  La  mé- 
thode projectile  fournit  une  démonstration  immédiate. 
Si  l'on  projette  à  Finfini  la  droite  PAi  Af..  A„ ,  les  tan- 
gentes menées  par  les  points  Ai ,  A,,...,  A„,  deviennent 
des  asymptotes,  et  Ton  retombe  sur  le  théorème  de 
Newton  (tome  VII,  pages  385  et  422). 

2.   Considérations  analytiques. 

Tune  d(î  dcgic  m  et  Taulrc  de  degré  // ,  étant  les  cqua- 
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(ions  de  deux  courbes  algébriques  planes ,  ou  a 


=  G. 


Les  équations  ont  mn  solutions  communes,  coordon- 
nées des  mn  points  d'intersection  :  les  indices  désignent 
des  dérivées  partielles,  prises  par  rapport  à  la  variable 
jointe  a  Tindice  \  le  signe  sommatoire  s'étend  aux  mn  so- 
lutions communes;  et  F  est  une  fonction  quelconque 
en  X  5  y  d'un  degré  égal  ou  inférieur  à  m  -f-  /i  —  3 
[voir  tome  VU,  page  124). 

Soient  les  équations  de  deux  droites 

t  et  u  sont  des  coordonnées  courantes  -,  f  (y)  ^  J  ^  ^  1  f'^^ 
(f'x  ont  des  valeurs  déterminées  par  les  solutions  com- 
munes aux  deux  équations-,  p  et  (f  sont  des  fonctions  en- 
tières rationnelles  en  x  et  j  dont  le  degré  ne  doit  pas 
dépasser  le  plus  grand  des  deux  nombres  m  —  2,  n  —  2  ; 
les  valeurs  de  ces  fonctions  sont  déterminées  par  les 
mêmes  solutions  simultanées;  en  sorte  qu'on  a  ainsi 
mn  couples  de  droites.  D  est  d'ailleurs  évident  que  chaque 
couple  de  droites  est  parallèle  au  couple  de  tangentes 
menées  par  un  point  d'intersection  aux  deux  courbes. 
U  et  T  étant  les  coordonnées  du  point  d'intersection  d'un 
système  de  ces  droites ,  on  a 

on  a  ainsi  mn  points  d'intersection,  et,  d'après  Ir 
théorème  cité, 

Donc  \ origine  des  coordonnées  est  le  point  de  moyenne  dis- 
tance des  mn  points  d'intersection  du  système  de  droites. 
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Telle  est  rinterprétation  géométrique  du  théorème  de 
M.  Jacobi. 
3.  Faisons 

on  obtient 

d'où 

2r,         j-f     =  o ,      en  faisant     7  =  0. 

Si ,  dans  Fécpiation 

f[x,x)  =  o, 

on  remplace  y  par  ao: ,  on  a  une  équation  de  degré  m 
en  X  5  désignons-la  par  V  -,  et ,  en  remplaçant  y  par  ax 

dans  f  [y y  l'expression  af'j  -^f  ^  est  —  -,  donc 

dx 

ce  qui  ramène  au  théorème  d'Euler  (t.  VII,  p.  118). 

i,  Application  géométrique,  La  distance  inverse  du 
pied  de  la  tangente  à  l'origine  est  exprimée  par 

X  el  y  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact.  Soient 
La:  +  M  les  deux  derniers  termes  de  l'équation  f=  o  ^ 
en  mettant  dans y'^x,  pour  j  sa  valeur  ax,  cette  fonction 
de  degré  m  —  i  a  la  forme 

L -+.  L,  X  4- L,jc' +...-!- L|„^,  or"-. 

Le  dénominateur  xj^x  -hjj'j^  par  le  théorème  sur  les 
homogènes,  vSC  réduit  à  une  fonction  on  x  et  >    de  de- 
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gré  m  —  I  -,  et  5  j^  étant  remplacé  par  ax  dans  le  dénomi- 
nateur, celui-ci  prend  la  forme 

—  m  M  4- M,  jr -h  Mjo?' -H..  -4- M«_»  Jc^' ; 

opérant  la  division,  et  s'arrêtant  au  premier  terme  du 
quotient,  on  obtient 

^fx^yf'y       mM  '^  xfx-^-yf'y' 

eX^x  est  uue  fonction  entière  de  degré  m  —  i\  rempla- 
çant^ par  ox,  on  a 

^x/'x^Xf^y—     M     '^Zàfx^afy'^    M    ' 

car  "ifx  est  d'un  degré  inférieur  au  degré  du  dénomina- 
teur, et  le  signe  sommatoire  s^étend  à  tous  les  points 
d'intersection  de  la  sécante  y  —  aa:  =  o  avec  la  courbe 
f{x^y)  =  o^  la  somme  des  distances  inverses  des  pieds 
des  tangentes  à  l'origine  est  donc  une  quantité  constante; 
c'est  le  théorème  de  Mac-Laurin ,  rapporté  ci-dessus,  car 

Obsen^ation,  Si  l'on  avait  écrit  analytiquement  le 
théorème  géométrique  de  Mac-Laurin ,  on  aurait  obtenu 
tout  de  suite  le  théorème  analytique  d'Euler.  Nouvel 
exemple  de  l'utilité  de  chercher  dans  la  géométrie  les  in- 
dications de  l'algèbre,  dans  celle-ci  les  indications  de 
la  géométrie. 

5.  Soient 

f{x,y,z)=:o,      y(x,j,3)==o,      -^{x,y,z)=o, 

les  équations  algébriques  de  trois  surfaces  de  degré  m , 
n^  p\  ces  surfaces  ont  mnp  points  en  conmiun.  Par 
chacun  de  ces  points ,  menant  un  plan  tangent  à  chacune 
des  trois  surfaces  qui  s'y  rencontrent ,  on  a  mnp  systèmes 
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de  trois  plans.  Leurs  directions  sont  déterminées  par  les 
dérivées/'  (x) ,/'  (r) ,/'  {z) ,  f{x) ,...,  f  [z],  en  pre- 
nant  pour  x,  y^  z  les  valeurs  qu'elles  ont  aux  points  d'in- 
tersection. 

Soient  maintenant  les  équations  des  trois  plans 

«f  (a:)-H^f(r)-ht'f(»)=/>3, 
et  Ton  a  /n/?;?  systèmes  de  trois  semblables  équations. 

U,  T,  V  étant  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
des  trois  plans ,  on  a 

Les  crochets  indiquent  des  déterminants. 

Chaque  coordonnée  est  égale  à  une  fraction  dont  le 
dénominateur  commun  est  de  degré  m-\-n-+- p  —  3 ; 
si  donc  le  numérateur  est  d'un  degré  égal  ou  inférieur  à 
m  -h-n-hp  —  4?  on  aura 

car  le  théorème  de  M.  Jacobi  subsiste  pour  un  nombre 
quelconque  d^équations  (*).  L'interprétation  géomé- 
trique est  celle-ci  :  Chacun  de  ces  mnp  systèmes  ternaires 
donne  un  point  d'intersection^  le  centre  de  moyenne 
distance  des  mnp  points  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

6.  Faisons 

(p  (.r,  y,  z)^z--'ax^by,     ^|;  (  x,  /,  z  )  =  z  —  fl,  a:  —  ft,  j; 
raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouve 
V  P 


ikfa:-\-Bf'x-\-Qf'z 


—  o; 


(•)  La  gcomctrie  est  renfermée  dans  trois  dimensions.  L'analyse  crée 
un  monde  à  mille  dimensions.  11  existe  pent-ètrc  des  esprits   auiquels  ' 
le  monde  apparaît  sous  plus  de  trois  dimensions. 
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p  étant  une  fonction  de  degré  m  —  i  ou  moindi^e,  A ,  B, 
C  des  constantes ,  fonctions  de  a ,  fe ,  ûj  ,  6, ,  et  le  terme 
somma toire  s'étend  aux  m  points  communs  aux  deux 
plans  et  à  la  surface y=o-,  de  là,  en  opérant  comme 
ci-dessus ,  on  obtient  ce  théorème. 

Théorème.  Par  un  point  fixe  menant  deux  sécantes 
quelconques,  rencontrant  chacune  en  m  points  une  sur- 
face de  degré  m;  menant  un  plan  tangent  par  chacun 
des  m  points  d*  intersection  de  la  première  sécante  y  ils 
coupent  la  seconde  sécante  en  mn  points  dont  le  centre 
harmonique  y  pris  par  rapport  au  point  fixe,  est  constant 
pour  toutes  les  sécantes  passant  par  l^ origine ,  et,  par 
conséquent,  le  même  que  le  centre  harmonique  des  m 
points  d'intersection  de  la  seconde  sécante,  pris  par 
rapport  au  point  fixe. 

C'est  le  théorème  de  Mac-Laurin,  étendu  aux  surfaces, 
qui  est  d'ailleurs  évident,  en  faisant  passer  un  plan  par 
les  deux  sécantes. 

Obsen^ation.  Lorsque  le  point  fixe  s'éloigne  à  l'infini , 
le  centre  harmonique  devient  le  centre  de  moyenne  dis- 
tance, et  le  théorème  prend  un  énoncé  conforme  à  ce  chan- 
gement de  nom. 

NOTE  fflSTORIQUE  SUR  MAC-LAURIN. 

Mac-Laurin  (Colin)  est  né  à  Kilmoddan  (Ecosse)  en 
1698  (*).  A  Tâge  de  19  ans,  il  fut  nommé  professeur  à 
Aberdeen ,  et  à  21  ans  il  publia,  sur  la  description  orga- 
nique des  courbes,  un  ouvrage  qui  étonna  Newton.  Dès 
lors  ,  on  voulait  le  nommer  professeur  à  l'Université  d'E- 
dimbourg^ maisGrégory  (Jacques)  s'y  opposa,  parce  que 


(')  lAac  veut  dire  fils.  Cette  épithète  entre  dans  la  coraposition  de« 
noms  propres  chez  les  peuples  sémitiques  {hen)\  celtiques  {ker,  mac) ,  au 
commencement  du  nom;  et  chez,  les  peuples  germaniques  à  la  fin  {sohn^. 
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celte  nomination  diminuait  sou  irailemenl.  Pour  lever 
icile  difficulté,  Newton  se  chargea  de  payer  les  hono- 
raires du  jeune  professeur,  et  Mac-Laurin  fut  nommé.  Il 
a  composé  des  ouvrages  qui  ont  immortalisé  son  nom , 
mais  dont  plusieurs  ne  purent  être  publiés  qu'après  sa 
mort.  Lors  de  l'invasion  du  prétendant  en  Ecosse ,  il  fut 
chargé,  en  1745 ,  de  fortifier  la  ville  d'Edimbourg,  et  les 
partisans  d'Edouard  s'étant  emparés  de  la  ville,  Mac-Lau- 
rin fut  obligé  de  se  sauver.  Les  fatigues  et  les  tribulations 
altérèrent  sa  santé,  et  il  mourut  le  i4  juin  1746,  âgé  de 
48  ans. 

LISTE    DE    SES    OUVRAGES. 

1.  Geometrica  organica,  swe  Descriptio  lineanim 
cutvarum  unwersalis;  auctore  Colino  Mac-Laiirin,  ma- 
theseos  in  collegio  novo  jibredonensi  prof  essore^  et  reg. 
Soc,  soc.  Londini,  MDCCXX,  de  140  pages  in-4°. 

L'ouvrage  est  dédié  à  iNewton,  qui  a  accordé  la  per- 
mission d'imprimer  le  12  novembre  17 19  5  nous  donne- 
rons une  analyse  de  cet  ouvrage  remarquable  où  nos  géo- 
mètres ont  largement  puisé. 

2.  Traité  des  fluxions,  Edimbourg,  1748  ;  in-4^.  On  y 
trouve  la  série  qui  porte  son  nom,  et  des  applications 
de  mécanique  rationnelle  d'une  grande  fécondité.  Il  me 
semble  que  c'est  là  qu'on  fait  usage ,  pour  la  première 
fois ,  de  la  décomposition  des  forces  accélératrices  suivant 
trois  axes  rectangulaires,  dont  l'usage  est  devenu  si  uni- 
versel. On  y  trouve  aussi  le  célèbre  théorème  .sur  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  placé  à  l'extrémité 
d'un  axe  principal ,  et  toujours  par  la  géométrie  diffé- 
rentielle ^  a  l'instar  de  Newton. 

Cet  ouvrage  a  été  traduit  en  français. 

3.  Exposition  des  découvertes  philosophiques  de 
Ne^vton;  Lond. ,  1748*,  in-8^,  et  traduit  en  français  par 
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Lavirottc;  Paris ,  1 749  ?  "W*^,  et  eu  lalîii  par  le  pèi*e  Falk, 
jésuite;  Vienne,  1761  ,  in-4°. 

4.  A  Treatise  ofAlgebra  in  three  parts,  containing  : 
1  ° .   Tliefundamental  rules  and  opérations  ; 

2°.  The  composition  and  resolution  of  équations  oj 
ail  de  grées  ^  and  the  d^erent  affections  of  their  roots  ^ 

Z^.  The  application  ofalgebra  and  geometry  to  each 
other  to  %vich  is  added  an  Appendix  concemùig  the 
gênerai  properties  of  geometrical  Unes.  In-8®  de  5o2 
pages. 

Ce  volume  d'œuvres  posthumes  a  eu  plusieurs  éditions; 
la  quatrième  est  de  1779.  Les  deux  premières  parties  ont 
été  composées  pour  servir  de  commentaire  à  l'Arithmé- 
tique universelle  de  Newton.  La  première  partie  contient 
des  idées  extrêmement  claires  sur  les  quantités  négatives. 
On  y  lit  que  V égalité  algébrique  ne  consiste  pas  seule- 
ment dans  la  quantité ,  mais  aussi  dans  la  quaUté  indi- 
quée par  les  signes.  Cela  revient  à  dire  que  les  signes  sont 
des  adjectifs. 

La  troisième  partie  renferme  la  construction  des  courbes 
en  général ,  puis  celle  des  coniques  ,  leurs  principales 
propriétés  et  leurs  usages  pour  la  construction  des  équa- 
tions quadratiques  et  bi-quadratiques.  Hormis  les  pro- 
priétés focales  qui  sont  omises ,  on  a  ici ,  en  68  pages ,  ce 
qui  est  délayé  ailleurs  en  5oo  pages.  Cette  troisième  par- 
tie, écrite  en  anglais  ainsi  que  les  deux  premières  parties, 
sert  de  préparation  à  l'Appendice  qui  est  en  latin,  sous  ce 
titre  : 

5.  Appendix  de  lineanim  geometricarum  proprieta- 
tihus  generalibus  tractatus,  en  63  pages.  Analysant  cet 
opuscule,  im  géomètre  d'une  compétence  incontestable 
dit  que  cet  ouvrage  est  d'une  élégance  et  d* une  précision 
admirables  [Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  déve- 
loppement des  méthodes,  page  146).  Mac-Laurina  étécii- 
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gagé  à  se  livrer  à  des  méditations  sur  les  propriétés  des 
cercles  en  général  par  la  dissertation  de  Newton  sur  les 
courbes  du  troisième  ordre ,  premier  pas  dans  ce  genre  de 
recherches,  et  par  un  théorème  général  sur  ces  mêmes 
courbes,  trouvé  par  Cotes  et  communiqué  par  Robert 
Smith.  L'opuscule  est  divisé  en  trois  sections. 

La  première  section  contient  quatre  théorèmes.  Le 
premier  théorème  est  celui  qui  est  énoncé  ci-dessus.  Les 
deux  autres  théorèmes  concernent  les  cercles  et  les  rayons 
de  courbure  5  nous  y  reviendrons.  Le  quatrième  théorème 
est  la  collinéation  ou  situation  en  ligne  droite  ries  centres 
des  moyennes  harmoniques.  C'est  une  généralisation  d'un 
théorème  de  Cotes  sur  les  lignes  du  troisième  ordre.  L'ex- 
pression moyenne  harmonique  est  de  Mac-Laurin.  L'ap- 
pellation de  centre  de  moyenne  harmonique  a  été  intro- 
duite par  M.  Poncelet  (*). 

La  deuxième  section  est  consacrée  à  des  propriétés  seg- 
mentaires  dans  les  sections  coniques ,  et  la  troisième  con- 
tient vingt-quatre  propositions  sur  les  lignes  du  troisième 
ordre.  La  principale  est  celle-ci  :  Lorsquun  quadrilatère 
est  inscrit  dans  une  courbe  du  troisième  ordre  et  que  l'in- 
tersection des  côtés  opposés  est  aussi  sur  cette  courbe  y 
alors  les  tangentes  menées  par  deux  sommets  opposés 
se  coupent  sur  la  courbe.  C'est  la  huitième  proposition. 

6.  Fragment  d'un  Mémoire  servant  de  supplément  à  la 
Géométrie  organique.  Ecrit  en  France  en  1721 ,  adressé 
à  la  Société  royale  en  1^3 2,  est  inséré  dans  les  Transac- 
tions philosophiques  de  1735.  On  y  trouve  le  théorème 
général  suivant. 

Théorème.  Si  un  polygone  déforme  ^variable  se  meut 

(*)  Journal  de  M.  Crelle,  tome  III,  pages  213-272,  1828;  en  français. 
Ce  Mémoire ,  qui  n'a  para  qu'à  TÉtranger,  est  presque  inconnu  en  France. 
NouB  le  reproduirons  dans  ce  Recueil,  si  l'illustre  géomètre  nous  en 
donne  l'autorisation. 

Ann,  de  Maihémat.,  i.  IX.  (Décembre  ibfîO.)  ^y 
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de  manière  que  tous  ses  cotés  passent  respectivement 
f-ar  autant  de  points  fixes  donnés  y  et  que  tous  sessom- 
mets  y  moins  un,  parcourent  des  courbes  géométriques  des 
degrés m^n^  p^  q^.^.^le  sommet  libre  engendrera  une 
courbe  de  degré  2  mnpq  . . . ,  qui  se  réduit  au  degré 
sous-double  mnpq . . . ,  quand  tous  les  points  fixes  sont 
en  ligne  droite. 

On  lit  A^lw&V  Aperçu  historique  (page  i5o)  :  «  Si  toutes 
»  les  lignes  directrices  sont  droites,  le  sommet  libre  du 
»  polygone  engendré  est  une  conique  ]  et  si  le  polygone  est 
»  un  triangle,  le  théorème  n'est  autre  que  l'hexagranmie 
»  de  Pascal.  Ce  théorème  avait  déjà  été  donné  par  Newton , 
»  pour  le  cas  où  Tun  des  trois  points  par  où  doivent  pas- 
»  ser  les  trois  côtés  du  triangle  mobile  était  situé  à  Tin- 
»  fini  (lemmeSO,  P'iiv.  •,  Principes).  Mais  c'est  à  Mac- 
»  Laurin  qu*on  doit  son  énoncé  général ,  et  d'avoir  aperçu 
»  dans  ce  mode  de  description  des  coniques ,  le  beau  théo- 
»  rème  qui  était  alors  ignoré;  V  Essai  sur  les  coniques  y 
4)  qui  en  contient  l'énoncé,  n'ayant  été  retrouvé  qu'en 
))   1779)  par  les  soins  de  M.  Tabbé  Bossut.  » 

M.  Poncelet  a  donné  cette  belle  et  simple  démonstra- 
tion du  théorème  de  Mac-Laurin  : 

Soient  mi ,  m, ,  nis , .  • . ,  in„  les  directrices  données ,  de 
degrés  Wi ,  w, , . . . ,  to„  ;  pi ,  /?, ,  ;;s ,. . . ,  p^^  désignant  les 
pôles,  points  fixes.  La  droite  qui  passe  par  pi  rencontre  la 
directrice  m^  en  mi  points;  ainsi  un  faisceau  de  m^  droites 
passe  par  le  pôle  /tz,  ;  ce  faisceau  coupe  la  directrice  m^  en 
mi  /Ht  points*,  un  faisceau  de  m^  m^  droites  passe  donc  par 
le  pôle  ms ,  et  ainsi  de  suite  :  de  sorte  que,  par  le  dernier 
pôle  p„^t ,  passe  lui  faisceau  de  m^  m^  ...  /n„  droites  qui 
coupent  la  droite  qu'on  a  menée  primitivement  par  pi  en 
autant  de  points  qui  appartiennent  à  la  courbe  décrite  par 
le  sommet  libre.  Mais  en  menant  la  droite;?,  p„^i  ctfaisani 
les  constructions  à  rebours,  011  obtient  m,  w, m,...  m„ 
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droilesquii^encontrentlapremièrodroiteaumèmepoint;;,; 
donc  ce  point  est  un  point  multiple  de  Tordre  m^  m, . . .  m„  : 
par  conséquent,  toutes  les  transversales  passant  par /^i  cou- 
pent la  courbe  décrite  par  le  point  libre  en  2  m,  m, . . .  m„ 
points^  donc  cette  courbe  est  du  degré  marqué  par  ce 
produit.  Mais  si  tous  les  pôles  sont  sur  une  même  droite, le 
faisceau  donné  parla  dernière  construction  se  réduit  à  cette 
droite  ;  les  pôles  pi  et  p„^i  deviennent  des  points  conju- 
gués, et  le  degré  de  la  courbe  se  réduit  à  moitié.  (  Traité 
(ies propriétés projectwes^  §  539,  P^S^  33^;  1822)  (*). 


SUR  LES  PROPRIÉTÉS  ATTRACTIVES  BUN  POLYGONE; 

d'après  m.  I.E  PROFESSRUR  JOACHIMSTHAL  (Ferdinand). 


Observation.  On  suppose  la  loi  newtonieune  d'at- 
traction ,  et  Ton  prend  pour  unité  de  force  attractive , 
l'attraction  qu'exerce  Tunité  de  masse  k  l'unité  de  dis- 
tance. Toutes  les  dimensions  sont  évaluées  en  cette  unité 
de  distance. 

1 .  Théorème.  La  base  d'un  triangle  exerce  sur  le  som- 
met opposé  la  même  force  attractive  que  Varc  de  cercle 
intercepté  entre  les  deux  câtés^  décrit  du  sommet  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  du  sommet  à 
la  base. 

Démonstration.  Soient  ABC  un  triangle,  ÂB  la  base 

(*)  Cet  ouvrage  remarquable,  très-rare,  trèa-cher,  tréa-gros,  ne  sera 
probablement  jamais  réimprimé.  Un  Compendium  bien  fait  obtiendrait  un 
grand  succès.  De  tels  travaux ,  s'ils  étaient  encouragés  par  le  gouverne- 
ment, offriraient  à  nos  jeunes  agrégés  un  emploi  de  temps  plus  utile  que 
dans  Véternelle  composition  de  Traités  élémentaires  dont  le  besoin  ne  se 
fait  souvent  sentir  qu'aux  auteurs. 

29- 
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et  .C  le  sommet^  CD  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  C  sur  la  base  AB.  Du  point  C  comme  centre, 
décrivons  un  arc  de  cercle  intercepté  entre  les  deux  côtés 
CA,  CB.  Menons  les  rayons  très-rapprochés  Ce,  C/",  et 
prolongeons-les  respectivement  jusqu'à  la  base  en  E  et  F^ 
du  point  C  comme  centre,  et  avec  le  rayon  CE ,  décrivons 
le  petit  arc  de  cercle  EK  ,  rencontrant  CF  prolongé  en  K. 
L'élément  EF  de  la  base  exerce  sur  le  sommet  C  une  at- 
traction ^zr,  (ce  rapport  multiplie  l'unité  de  force);  l'é- 
CE 

ef 
lément  ef  de  l'arc  exerce  l'attraction  3^,  :    il  s'agît   de 

Ce 
prouver  l'égalité  de  ces  deux  rapports.  Divisant  le  pre- 
mier rapport  par  le  second ,  on  obtient 

ci!EF       Cc.CD.EF       CE   CD.EF      CD.EF 


j^»   r  ~"      ef.  CE*  '       EK      CE»       '  EK .  CE 

Or  CD .  EF  est  le  double  de  Taire  élémentaire  CEF; 
CE.EK  est  le  double  de  l'aire  du  secteur  élémentaire 
CEK  :  ces  deux  aires  ne  diffèrent  que  de  Faire  EFK,  in- 
finiment petit  du  second  ordre.  Ainsi  le  rapport  géomé- 
trique de  ces  aires  est  égal  à  l'unité;  donc  les  rapports  „-, 

ef 
et  .^  sont  égaux  -,  donc ,  etc. 

Ce 

2.  Théorème.  Les  attractions  qu  exerce  le  périmètre 
d'un  polygone  com^exe  circonscrit  à  un  cercle  sur  le 
centre  de  ce  cercle  y  se  détruisent. 

Démonstration.  C'est  un  corollaire  du  théorème  pré- 
cédent. L* attraction  du  périmètre  est  la  même  que  celle 
de  la  circonférence  entière  sur  le  centre. 

3.  Lemme.  La  distance  du  centre  de  gravité  d'un  arc 
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de  cercle  au  centre ,  est  une  quatrième  propoi  tiounclle  à 
Parc ,  au  rayon  et  à  la  corde. 

4.  Théorème.  U attraction  exercée  par  un  arc  rfe  cercle 
sur  le  centre  est  égale  à  la  corde  divisée  par  le  carré  du 
rayon. 

Démonstration.  Fixons  au  centre  l'origine  des  coor- 
données recungulaires ,  et  prenons  pour  axe  des  x  le 
rayon  qui  passe  par  le  milieu  de  Tare.  En  décomposant 
chaque  force  attractive  en  deux  forces,  l'une  agissant  sui- 
vant l'axe  des  x^  et  l'autre  perpendiculairement  à  cet 
axe,  il  est  évident  que  le  dernier  système  de  forces  est 
nul.  ds  étant  l'élément  de  l'arc,  la  force  attractive  exer- 
cée par  cet  élément  est  ~  -,  la  composante    suivant   l'axe 

des  X  est :  la  somme  de  ces  forces  est  donc  —  S.ordi. 

Or  Sxds  est  égal  à  Tare  total  multiplié  par  la  distance  de 
son  centre  de  gravité  au  centre ,  ou,  d'après  le  lemme ,  au 
rayon  multiplié  par  la  corde;  donc  la  force  attractive  to- 
tale est  égale  à  la  corde  divisée  par  le  carré  du  rayon. 

Corollaire  1 .  Soient  r  le  rayon  ,  y  Fangle  formé  par  les 
deux  rayons  qui  vont  aux  extrémités  de  l'arc  -,  la  force  at- 

a  sin  Y  4> 
tractive  est î-^- 

r 

Corollaire^  Soit  un  polygone  convexe,  inscrit  dans 
une  circonférence  \  abaissons  du  centre  des  perpendicu- 
laires sur  toutes  les  cordes ,  et  portons  sur  chaque  per- 
pendiculaire,  et  suivant  sa  direction,  une  longueur  égale 
à  la  corde  respective.  Si  ces  longueurs  représentent ,  en 
grandeur  et  en  direction,  un  système  de  forces,  il  est  en 
équilibre  ;  car ,  en  vertu  du  théorème ,  ce  système  a  pour 
résultante  l'attraction  de  la  circonférence  sur  le  centre.  Ce 
résultat  est  aussi  évident  par  ime  autre  considération.  Un 
système  de  forces ,  représentées  en  grandeur  et  en  direction 
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par  les  côtés  du  polygone ,  se  réduit  à  un  couple.  Donc  ces. 
forces,  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre, 
se  font  équilibre.  Faisant  faire  au  système  un  quart  de  ré- 
volution, l'équilibre  subsistera  toujours,  et  les  forces 
deviennent  perpendiculaires  aux  cordes  respectives. 

Observation.  A  Taide  du  théorème  1 ,  on  peut  trouver 
l'attraction  d'un  polygone  plan  sur  un  point  situé  dans 
son  plan. 

Le  théorème  1  est  extrait  du  Jouinal  de  Mathéma- 
^/(^lie^ de  Dublin  et  Cambridge,  édité  par  M.  W.  Thom- 
son; février  1848,  page  94.  L'éditeur  dit  que  ce  théo- 
rème, énoncé  par  M.  Joachimsthal ,  se  trouve  déjà  dans 
la  Dynamique  de  Earnshaw;  mais  le  théorème  2,  restreint 
au  triangle,  est  de  M.  Joachimsthal. 


CALBNDRIKRDB  LTNIVBRSITÉ  DE  BlIBLIN  POUR  L'ANNÉE  185«, 
IMPRIMÉ  A  DGBLIN 

(ruir  t.  V,  p.  518;  t.  YI.  p.  St9  et  4W)  (*). 


Chaque  année  cette  célèbre  Université  publie  un  Calen-- 
drier  destiné  à  enregistrer  les  travaux  de  Tannée  (**).  Le 
Calendrier  est  divisé  en  deux  parties  :  la  première,  pagi- 

(*)  On  Ut  avec  un  vif  intérêt  un  Mémoire  sur  rUniversité  d'Oxford, 
par  M.  Lorrain,  ancien  recteur.  Il  est  terminé  par  des  conclusions  tris- 
remarquables  et  qui  seront  prises  en  liante  considération  lorsque  la  légis- 
lature s'oteupera  d'autre  chose  que  d'établir  une  manufacture  d'ames 
tantôt  pour ,  tantôt  contre  TUniversité ,  et  que  le  but  principal  sera  Tédb- 
cation  et  non  des  babioles  hiérarchiques  (  Moniteur,  33,  34  >  36  et  37  sep- 
tembre i85o}. 

(*")  La  collection,  à  partir  de  i833,  est  en  vente  à  Dublin  ches 
MM.  Hodges  et  Smith,  libraires  de  l'Université.  Les  secondes  partit»  > 
purement  scientifiques,  se  vendent  aussi  à  part. 
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net?  eu  chillres  arabes,  coutieut  la  parlie  ficolaii*e ,  hista- 
rîque  et  administrative.  Tout  le  gouTernement  de  rUni- 
versité  est  confié  à  un  chef  (proi^ost)  et  k  des  fellows 
vétérans  [senior  fellows) \  il  y  en  a  7  en  i85o.  Voici 
les  divers  ordres  du  Collège  : 

1".  Le  prévôt  doit  être  ecclésiastique ,  docteur  ou 
bachelier  en  théologie  ; 

a".  Les  fellows  sont  tenus  d'entrer  dans  les  ordres, 
trois  exceptés  5  l'un  médecin  et  les  deux  autres  juristes  ,- 

3^.  Les  nobles  et  fils  de  nobles  et  baronnets*,  imma- 
triculés sous  le  titre  de  nobilisyfilius  nobilis  et  equeSy  ils 
sont  autorisés  à  prendre  le  degré  de  bachelier  es  arts ,  per 
specialem  gratiam.  Il  parait  qu'on  n'accorde  pas  aux 
nobles  de  prendre  les  autres  grades.  Pourquoi  pas? 

4^.  Les  docteurs  dans  les  trois  facultés,  de  théologie  , 
de  médecine  et  de  droit;  les  bacheliers  en  théologie  et  les 
maîtres  es  arts. 

Ces  quatre  ordres  sont  de  droit  électeurs  pour  nommer 
les  deux  représentants  de  l'Université  au  parlement. 

5".  Bacheliers  en  droit  civil  et  en  médecine  et  bache- 
liers es  arts; 

6°.  Les  fellovi's  ordinaires  (fellow  commoners)  \  ils 
mangent  à  la  table  des  fellows  (a*")  -,  ce  sont  des  internes; 

7*^.  Les  étudiants  (scholars)^  entretenus  par  des  fon- 
dations ; 

8^ .  Les  pensionnai  res  ; 

g^.  Les  sizars  ont  la  table  gratuite  et  une  dîspimse 
d'inscription,  mais  payent  ime  rétribution  annuelle. 

Voici  le  taux  de  cette  rétribution  annuelle  : 

i«.  Nobles,  60»'; 

2".  Fellows  ordinaires,  3o'*  ; 

3''.  Pensionnaires,  i5**; 
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4'',  Sizars,  5»^  i'^. 

Voici  ce  qu  on  paye  pour  robteution  desgrade»  : 

i^.  Bachelier  es  arts  : 

Noble,  60^»; 

Socius,  17*'^  5***; 

Pensionnaire,  8^*  17''''; 

a*'.  Maître  es  arts,  9^'  16**"; 

3°.  Bachelier  en  médecine,  11**  iS***^ 

4°.  Docteur  en  médecine,  22^*  ; 

S'*.  Bachelier  en  droit ,  1 1 ^*  i  S"***  ; 

6°.  Docteur  en  droit,  22**; 

7°.  Bachelier  en  musique,  11^*  i5'**; 

8°.  Docteur  en  musique,  22**  5 

g^.  Bachelier  en  théologie,  iV^  iS^^] 

10°  »  Docteur,  26'*. 

Parmi  les  ouvrages  classiques  indiqués ,  on  remarque  : 

Les  Éléments  d'Algèbre  de  Lacroix; 

Le  Calcul  d^érentiel  et  intégral  de  Lacroix  -, 

Le  Mémoire  de  M.  Chasles  sur  les  cônes  et  cono-sphé- 
riques^ 

Le  Cours  de  Mécanique  de  M.  Duhamel; 

Les  Éléments  de  Physique  de  M.  Pouillbt  ; 

Et,  pour  l'Éthique,  la  Psy'chologie  de  M.  Cousin. 

On  donne  ensuite  les  noms  de  tous  les  internes ,  de  ceux 
qui  ont  obtenu  des  grades  ,  des  honneurs ,  des  prix ,  etc. 

Cette  partie  contient  160  pages. 

La  seconde  partie,  paginée  en  chiflres  romains,  est 
intitulée  :  Unii^ersity  exaniination  papers.  Ce  sont  les 
énoncés  des  questions  d'examen  oral  qui  ont  été  faites 
pour  l'obtention  de  grades ,  eu  diverses  facultés.  Ces  ques- 
tions indiquent  Tétat  de  l'enseignement  et  permettent  d'é- 
tablir des  comparaisons  qui ,  pour  les  mathématiques, 
autant  qu'il  m'est  permis  d'en  juger,  ne  sont  pas  à  notre 
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avantage.  Au  delà  de  la  mer,  îl  y  ^  esprit  de  progrès  ; 
renseignement  suit  la  science.  Chez  nous ,  il  règne  un 
esprit  stationnaire  et  souvent  rétrograde  (*).  Pour  pièce 
justificative,  nous  commençons  par  donner  les  énoncés  du 
cours  de  M.  Ingram-,  il  porte  pour  inscription  Courbes  et 
surfaces, 

I®.  a.  Si  ar',  y\  z\  x"^y^^  z"  sont  les  coordonnées 
trilinécùres  de  deux  points  dans  un  plan,  x'-hfxo/', 
y'  4-  fxy'',  z  -\'\kz"  sont  les  coordonnées  d'un  point  situé 
sur  la  droite  c[ui  joint  les  deux  points. 

Observation.    Dans   la   méthode  des  homogènes  les 

coordonnées  d'un  point  sont  désignées  par  -  5  -  ou,  en 

abrégeant,  par  x^y^  z  [voir  tome  Vil,  page  1). 

b.  Si  nous  substituons  dans  l'équation  trilinéaire  d'une 
courbe ,  a:  4-  /xa ,  y  4-  fjtjS ,  z  H-  fxy,  à  la  place  de  j:,  y,  z, 
la  condition  que  l'équation  en  [k  ait  deux  racines  égales 
est  Téquation  du  faisceau  de  tangentes  à  la  courbe  passant 
par  le  point  a ,  |3 ,  y. 

c.  Appliquer  cette   méthode  au   faisceau    tangentiel 

qu'on  peut  mener  du  point  a ,  (3 ,  à  l'ellipse  —  -f-"^  =  i . 


(*}  L'année  prochaine,  Dieu  aidant,  nous  examinerons  VutiHsme  ma- 
térialiste qu'on  veut  donner  pour  base  à  renseignement  ;  système  d'Hel- 
vétius,  déjà  connu  des  Grecs,  qui  le  repoussaient  avec  mépris,  sous  le 
nom,  je  crois,  de  chrématisme.  Ils  admettaient,  au  contraire,  le  principe 
généreux,  désintéressé,  si  conforme  à  la  dignité  humaine,  du  xx/ôv 
K*yxBùv,  L'Université  a  pour  mission  de  maintenir  ce  principe,  dans  les 
sciences  aussi  bien  que  dans  les  lettres.  Corps  indépendant,  elle  n'obéit 
qu'à  ses  propres  règlements,  et  n'a  pas  d'ordres  à  recevoir  de  la  secte 
utilitaire  qui  domine  ailleurs  et  fait  peser  despotiquement  un  sceptre  de 
fer  sur  les  études,  pour  les  comprimer,  les  amener  forcément  à  son 
niveau ,  et  pour  avilir  le  professorat  théorique.  L'Université  n'est  pas  un 
couvent  et  encore  moins  une  caserne.  L'amputation  territoriale  de  181 5 
n'est-elle  pas  suffisamment  douloureuse,  fallait-il  y  ajouter  une  amputa- 
tion intellectuelle?  Pauvre  France  !  O  navis,  réfèrent  in  mare  te  novijtuctus? 
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2'\  Uu  poiut  P  ëUDl  pris  sur  lellipse ,  on  peut  trouver 
sur  la  courbe  trois  autres  points  A,  B,  C  tels,  que  les 
trois  cercles  osculateurs  en  ces  points  passent  chacun  par 
P;  et  les  quatre  points  P,  A  ,  B>  C  sont  sur  une  même 
circonférence. 

3".  Si  deux  triangles  sont  tellement  situés  dans  le  plan 
d'une  conique,  que  dans  chaque  triangle  un  sommet  soit  le 
pôle  du  côté  opposé,  relativement  à  la  conique,  les  six 
sonmiets  sont  sur  une  même  conique. 

4^.  La  portion  d'une  tangente  à  une  conique,  mobile 
entre  deux  tangentes  fixes,  sous-tend  un  angle  constant  vu 
d'un  foyer  de  la  conique.  Déduire  ce  théorème  de  la  pro- 
jection d^un  rapport  anharmonique  fourni  par  un  quadri- 
latère circonscrit  à  une  conique. 

5®.  Une  tangente  mobile  intercepte  sur  deux  tangentes 
parallèles  deux  segments'dont  le  rectangle  est  constant. 

6®.  Soit  l'équation  d'une  conique  LM:=R*,  L,  M,  R 
sont  des  fonctions  linéaires  de  x^  y  et  fA  étant  un  coefficient 

ntunérique  variable,  soient  /!jlL=R  et  f  - — ^^  |  L  =  R 

les  équations  de  deux  droites,  A,  B,  C,  D  sont  des  constan- 
tes \  cbaciuie  de  ces  droites  est  tangente  à  la  conique  \  la 
corde  qui  réunit  les  points  de  contact  a  pour  enveloppe  une 
conique  ayant  un  double  contact  avec  la  conique  donnée. 

7®.  a.  Du  point  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré ,  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe  \  les  trois 
points  de  contact  sont  sur  une  droite. 

b.  Par  un  point  d'inflexion  on  mène  une  transversale 
qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points;  à  chacun  de  ces 
points  on  mène  une  tangente  à  la  courbe:  les  deux  tan- 
gentes coupent  la  courbe  en  deux  points  situés  sur  la  même 
droite  que  dessus  (a  ) . 

S*',  a.  Tous  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  qui  passent 
par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  ont  leurs 
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centres  situés  sur  la  ligne  droite  qui  joint  les  milieux  des 
deux  diagonales  du  quadrilatère. 

b.  De  là,  étant  données  trois  génératrices  d^un  même 
système  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on  peut  déter- 
miner le  centre  géométriquement. 

9^.  Deux  cônes  étant  circonscrits  à  une  surface  de  ré- 
volution du  second  degré,  le  cône  passant  par  une  de 
leurs  courbes  d'intersection,  et  ayant  son  sommet  à  Tun 
des  foyers  de  la  surface ,  a  pour  lignes  focales  les  deux 
droites  menées  de  ce  foyer  aux  sommets  des  deux  cônes. 

O.  Terquem. 


ÉTDDBS  SDR  LE  BINOME  DE  NJEWTON. 


\ .  Soit  la  série 

2  1.2.3 

n 

a^  j\  X  sont  des  quantités  quelconques ,  réelles  ou  ima- 
ginaires. 

Faisons  de  même 

°  1.2 

n 
séries  qu'on  peut  aussi  écrire 

4-  G^^ifl^-'»^'  JT"-'  4-  Çfn  a^-"x" 4-. . ., 
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on  a  la  loi  de  formalioii 

{n  —  m)  Fn-m  =  (/—  /ï  -h  /w  -h  I )  Fn-^-.  » 

d'où  Ton  déduit  cette  relation , 

Multiplions  la  série  A  par  la  série  B  \  désignons  la  série 
produite  par  C,  et  faisons 


(0 


on  a 

C.-=«*-t-F, 
.  +  G. 


a*-'  rt  +  F, 


F,  G, 
G, 


«*— a  *.a 


a::  4...._,-  T„-,  «*—■ ^' j:— '4-T.fl*--t'. 


T„_,  =  F„_.^-  F,-,G.  -+-  F„_3G,4-...-h  F. G„_,  4- G«_. , 
T,  =  F«-+-  F„_,  G.  -h  F„_,  G,-H.. .+  F. G„-,  -H  G„. 

Dans  la  relation  (i) ,  faisons  m  égal  successivement  à  o, 
1 ,  2 ,  3 , . . . ,  n ,  et  remarquant  que  G©  =  i  et  G_i  =  o, 
on  obtient 

/iF„=(/— /i  +  i)F„_,, 
/iF„»,  G,  =  {/—  n  4-  2)  F„_,G.  -h  g'F»., , 
/iF,..,G,  =  (/--/i4-3)F«_3G,-+-(g'  — i)F,«,G., 

/fG,.=  (g'  — /!+  i)G„_,; 
ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve 

/iT„  =  (^  — /i-f-  i)T„_,. 

Ainsi ,  la  série  C  a  la  même  loi  de  formation  que  la  sé- 
rie A  ,  et  on  l'obtient  en  remplaçanty^par /*+  g  dans  la 
série  A  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  écrivant 

(a)  C  =  A.B. 

Obseivation  essentielle.  L'équation  (a)  désigne  pure- 
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ment  une  identité  littéraire  entre  des  sénés  et  ne  subsiste 
pas  d'une  manière  absolue  pour  des  valeurs  numériques  ; 
c'est-à-dire  que  des  valeurs  numériques  quelconques, 
attribuées  k  a,f^  g,  x  et  substituées  dans  A,  B,  C,  ne 
donnent  pas  C  égale  au  produit  AB,  même  d'une  manière 
approchée  :  cette  dernière  égalité  ne  subsiste  que  lorsque 
les  séries  A,  B,  C  sont  toutes  trois  convergentes.  Cette 
condition  en  entraîne  d*autres  pour  les  valeurs  numé- 
riques et  les  renferme  dans  certaines  limites. 

Ohservfation  II.  Lorsque  f  ^l  g  sont  des  nombres  en- 
tiers positifs ,  les  séries  A ,  B ,  C  deviennent  des  poly- 
nômes d'un  nombre  fini  de  termes ,  et  alors  l'équation  (2) 
subsiste  d'une  manière  absolue  pour  des  valeurs  numé- 
riques quelconques. 

2.  Désignons  la  série  A  par  <f[f)\  la  relation  (a)  peut 
s'écrire  ainsi  : 

et  de  là 

(3)  7{/)?(/)f(/0- •.*(/«)  =  ?(/+/+/>+•••+/») 
Observ^ation.    Cette    démonstration    de    la    formule 

fondamentale  (3)  due  à  Euler  est  donnée  par  Wein- 
gartner  (*) ,  d'après   Hindenbourg. 

3.  Faisons /= /i  =:/i  =  ...,  01** 

(4)  [?{/)]"  =  ?(«/)> 

n  est  un  nombre  essentiellement  positif  et  entier. 

4.  Posons /=  I ,  alors 

donc 

(fl-f-x)«=«p(/?), 

relation  qui  démontre  le  binôme  pour  un  exposant  entier 
positif. 

(•)  Lehrhuch  der  combinatorischen  analysis,  tome  II,  page  34;  1801. 
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p 

lifs.  Faisons  »  =  ^  -,  alors 


K.  Soît/*=  -»  />  et  <7  sont  des  nombres  entiers  posi- 


['(DT- 


Mais,  diaprés  le  paragraphe  précédent, 
donc 

['(?)]'="'-""'■ 

Cela  veut  dire  que  si,  dans  la  série  A,  on  remplace/ 
par  -î  et  qu'on  multiplie  cette  série  q  —  i  fois  par  elle- 
même  9  il  ne  reste  qu^un  nombre  /;  +  x  de  termes  donnés 
par  {a  +  x)^  ',  la  dernière  équation  peut  s'écrire  ainsi  , 

(5)  («+x)f  =  ç(^): 

c'est  le  binôme  pour  le  cas  des  exposants  positifs  frac- 
tionnaires. 
6.  On  a 

?(/)>(-/)  =  ?(o)  =  i; 
donc 

Donc, y* étant  une  fraction  rationnelle,  on  a 

f(-/)  =  (fl-l-x)-/, 

binôme  pour  les  exposants  négatifs. 

Observation,  Ainsi,  si  Ton  fait  sur  le  polynôme 
(a  -f-  x)''  les  mêmes  opérations  que  pour  l'extraction  de 
la  racine  d'indice  q ,  on  obtient  une  série  infinie  dont  la 
loi  de  formation  est  celle  du  binôme  ;  de  même ,  lorsqu'on 
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divise  Tunité  par  le  polynôme  (a  +  x)'',  on  obtient  la 
série  (f  ( — p). 

7.  Problème,  a,  x  étant  des  quantités  réelles  et  f  une 
fraction,  ou  un  nombre  rompu,  dans  quel  cas  la  série  A 
est-elle  com^ergente  P 

Solution.  Un  désignant  le  n**'"'  terme,  on  a 

«I.   *~      /H- 1      a 

Si  n  =  Qo  ^  ce  rapport  devient  égal  à  ;  cette  série 

s^ approche  donc  de  la  progression  géométrique  qui  a  pour 
rapport [voir  tome  VII,  page  io8);  elle  est  donc 

convergente  si  -  <[  i ,  et  alors  [x  4-  a)^est  la  somme  de 

la  série;  si  x  et  «  sont  de  même  signe  ,  cette  somme  est 
tantôt  au-dessus,  tantôt  au-dessous  de  (x-f-  a)-^;  et  si  x 
et  a  sont  de  signes  différents ,  la  somme  reste  constam- 
ment au-dessous  de  (  x  4-  «)*^*.  si  a:  =  a  ,  la  série  devient 

.ynH^/-,/liZzL0-,/-(/-')(/-^)^.1. 

L  1.2  1.2.3  J 

Si  y"  est  positif,  la  série  est  convergente  pour  toute  va- 
leur Aef  comprise  entre  —  i  et  +00,  car  on  a  alors 


/_/l(^+...  =  .}; 


si  jt:  =  —  fl,  alors  la  série  devient 

série  convergente  pour  toute  valeur  positive  de  y.  Pour 
toute  autre  valeur  de  x,  «,/*,  la  série  est  divergente  el  n'a 
plus  aucune  somme. 
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COLLÈGE  MILITAIRE  DE  LA  FLÈCHE. 


Il  y  a  trois  ans  que  nous  signalions  déjà  un  succès 
remarquable  de  cet  établissement  (voir  tome  VI,  page  73). 
Trois  élèves  de  dix -sept  ans  sur  quatre ,  reçus  à  TÉcole 
Polytechnique,  dont  le  i**"  de  la  liste.  Si  cette  année 
nous  n^avons  pas  à  mentionner  un  succès  aussi  éclatant, 
cependant  nous  devons  signaler  avec  empressement  le 
résultat  des  concours  de  i85o.  Un  élève  de  dix-sept  ans 
reçu  le  44^  à  l'École  Polytechnique ,  et  neuf  élèves  sur 
douze  admis  à  FÉcolede  Saint-Cyr-,  ce  qui  est,  du  reste, 
le  but  spécial  du  Collège  de  la  Flèche.  Tous  ces  jeunes 
gens  ont  de  dix-sept  à  dix-huit  ans,  c'est-à-dire  sont  les 
plus  jeunes  du  concours.  Si  nous  citons  ces  faits  avec 
plaisir,  c'est  qu'ils  nous  semblent  répondre  victorieuse- 
ment aux  ennemis  et  aux  détracteurs  de  ce  grand  éta- 
blissement national,  où  la  patrie  reconnaissante  ré- 
compense les  services  et  le  sang  versé  des  pères ,  en  la 
personne  de  leurs  enfants.  Pourquoi  toujours  démolir? 


ANNONCES  C"). 


Traité  de  Trigonométrie  ;  par  M.  J^-ji.  Serret,  exa- 
minateur pour  l'admission  à  TEcole  Polytechnique; 
in-8°  de  224  pages;  i85o. 

Nous  en  rendrons  compte. 


(*)  Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques se  trouvent  chez  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  Augustins, 
no55. 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
'  Dans  le$  neuf  premiers  volumes. 


TOME  I. 

TOME  VI. 

M". 

. 

Pages. 

N<»«. 

Pages 

4  (»'■') 

•  iq3 

140 

i34 

i5 

a47 

141 

ih. 

34 

395 

■     145 

316 

4' 

396 

i48 

(fonct.  elliptiq.)     ih. 

47 

5i9 

i53  (géom.  sphérique.)   343 

i65 

394 
ih. 

TOME  11. 

.67 

6o 
6i 

48 

TOME  Vil. 

78   • 

454 

180 

157 

79 

'     ih. 

181 
183 

(intégral.)            ih. 
{id.)                 ib. 

TOME  ni. 

'       i83 

i58 

81 

40 

•      190 

(géom.  sphériq.  )    340 

84 

256 

.   193 

368 

87 

376 

193 

ih. 

89 

ib. 

195 

ih. 

TOME  IV, 

196 
,98 

448 

ih. 

93" 

TOME  V. 

359 

'99 

TOME  VIII. 

,44 

130 

303 

305 

107 

i36 

673 

209 

318 
338 

.    .                       336 
TOME  pi. 

(géom.  sphériq.)      11 
298 

Observation,  Sur  339  questioDs,  il  en  reste  38  à  résoudre. 
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ERRATA. 

TOME  VU.  {Deuxième  supplément,) 
Page  463»  ligne  a)  en  descendant»  au  lieu  de?  114»  Uses  118. 

TOME  Vin.  {Premier  supplément.) 

Page  181 ,  ligne  7  en  descendant,  au  lieu  <ie  (la),  lisez  (10). 
Page  466,  ligne  16  en  descendant ,  au  lieu  de  066,  lises  366. 

TOME  IX. 

Page  10,  ligne  i  en  remontant,  au  lieu  dec*/*,  lisez  e*/*. 

Page  10,    ligne    i   en    remontant,    au    lieu   de   c*{a*  ^d*)^    liiez 

Page   10,   ligne  9   en  remontant,    au   lieu    de  AA'*  +  CC%    lises 
(AA'dtCC)*. 
Page  i54,  ligne B  en  remontant,  au  lieu  de  troisième.  Uses  deuxième. 
Pageao^,  ligne  i  en  remontant,  au  lieu  de  la  face,  lises  les  faces. 
Pagea83,  lignes  en  remontant,  après  produit,  ajoutes  des  segments. 
Page  a84i  liffoe  10  en  descendant,  au  lieu  de  mn,  lisez  pn. 
Page  a84y  ligne  11  en  descendant,  au  lieu  de  mit,  lisez  pn. 
Page  285,  ligne  14  en  descendant,  au  lieu  Je  corde,  lises  conrbe. 
Page  289,  ligne  i5  en  descendant,  au  lieu  de  n  (n—  1)*,  lisez  (n—  1)*. 
Page  289,  ligne  3  en  remontant,  effaces  est  du  degrc  n. 
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rue  du  Jardinet,  n^  la. 


Digitized  by 


Google 


Aû/yi» 

H.I. 

"/   ^"-   ^uy.    . 

y% 

V 

Fiç.  4.         / 

V 

/ 

7 

O            /f                    T'                 T              X 

r' 

/      ^N^ 

Ç.  -.->R 

1                           ^' 

"            /               i 

Fi^.g. 

-.„. .^^ 

K        /                  y-/— ->R 

^(^ j/_^y^ 

> x. 

Jitivàt 


Digitized  by  LjOOQIC 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Thia  book  ^hotild  h&  returned  to 
the  Library  on  or  belore  the  last  date 
stamped  below> 

A  fine  of  five  oents  a  day  is  inoïirred 
by  retaitttnâ  H  beynnd  the  «p&eified 
Hme. 

Ploase  retarn  prompHy. 


^ 


0  -^. 


C  igitized  by 


Google 


>iiiiiiiiiijiii!i'i:iiiiitiiiiiiHiiiiiinii 
3  2044   102  935 


